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Résumé.-Une fontion semi-ontinue supérieurement u sur une variété presque omplexe (X,J)
est dite plurisousharmonique si la restrition à toute ourbe pseudo-holomorphe loale est
sous-harmonique. Comme dans le as analytique omplexe, nous onjeturons que la notion
de plurisousharmoniité pour une fontion u est équivalente à la positivité du (1, 1)-ourant
i∂
J
∂¯
J
u, (lequel n'est pas forément fermé dans le as non intégrable). La onjeture est triviale
dans le as d'une fontion u de lasse C2. Le résultat en question est élémentaire dans le as
omplexe intégrable ar l'opérateur i∂
J
∂¯
J
s'érit omme un opérateur à oeients onstants
dans des oordonnées omplexes. On peut don failement onserver la positivité du ourant
en régularisant ave des noyaux C∞ usuels. Dans le as presque omplexe non intégrable ei
e n'est pas possible et la preuve du résultat exige un étude beauoup plus intrinsèque. Nous
montrons la néessité de la positivité du (1, 1)-ourant i∂
J
∂¯
J
u en utilisant la théorie loale des
ourbes J-holomorphes. Nous montrons aussi la susane de la positivité dans le as partiulier
d'une fontion f semi-ontinue supérieurement et ontinue en dehors du lieu singulier f−1(−∞).
Pour prouver la susane de la positivité dans le as général où u est une distribution réelle
nous proposons une méthode qui utilise un déliat argument de régularisation des fontions
plurisousharmoniques introduit par Demailly ([Dem-2℄). La méthode onsiste à régulariser la
fontion u à l'aide du ot géodésique induit par une onnexion de Chern sur le bré tangent de
la variété presque omplexe, (f. [Pal℄).
Abstrat.-If (X,J) is an almost omplex manifold, then a funtion u is said to be plurisubhar-
moni on X if it is upper semi-ontinuous and its restrition to every loal pseudo-holomorphi
urve is subharmoni. As in the omplex ase, it is onjetured that plurisubharmoniity is
equivalent to the fat that the (1, 1)-urrent i∂
J
∂¯
J
u is positive, (the (1, 1)-urrent i∂
J
∂¯
J
u need
not be losed here !). The onjeture is trivial if u is of lass C2. The result is elementary in the
omplex integrable ase beause the operator i∂
J
∂¯
J
an be written as an operator with onstant
oeients in omplex oordinates. Hene the positivity of the urrent is preserved by regular-
ising with usual onvolution kernels. This is not possible in the almost omplex non integrable
ase and the proof of the result requires a muh more intrinsi study. In this hapter we prove
the neessity of the positivity of the (1, 1)-urrent i∂
J
∂¯
J
u. We prove also the suieny of the
positivity in the partiular ase of an upper semi-ontinuous funtion f whih is ontinuous in
the omplement of the singular lous f−1(−∞). For the proof of the suieny of the positivity
in the general ase of a real distribution u, we suggest a method depending on a rather deliate
regularisation argument introdued by Demailly ([Dem-2℄). This method onsists of regularing
the funtion u by means of the ow indued by a Chern onnetion on the tangent bundle of
the almost omplex manifold, (see [Pal℄).
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1 Préliminaires
Soit (X,J) une variété presque omplexe de lasse C∞ et de dimension réelle 2n. On désigne
par EX ≡ EX(R) le faiseau des fontions C
∞
à valeurs réelles, par pi1,0
J
: TX ⊗R C −→ T
1,0
X,J la
projetion sur le bré des (1, 0)-veteurs tangents et par pi0,1
J
elle sur le bré des (0, 1)-veteurs
tangents. On désigne par TX,J le bré tangent dont les bres sont munies de la struture omplexe
donnée par J et par
Ep,q
X,J
≡ E(Λp,q
J
T ∗X), Λ
p,q
J
T ∗X := Λ
p
C
(T 1,0X,J)
∗ ⊗
C
Λq
C
(T 0,1X,J )
∗
le faiseau des (p, q)-formes par rapport à la struture presque omplexe J . On rappelle que sur
une variété presque omplexe la diérentielle se déompose sous la forme
d = ∂
J
+ ∂¯
J
− θ
J
− θ¯
J
,
où pour toute k-forme omplexe ω ∈ E(Λk
C
(TX ⊗R C)
∗)(U) au dessus d'un ouvert U et tout
hamp de veteurs omplexes ξ0, ..., ξk ∈ E(TX ⊗R C)(U) on a les expressions suivantes :
∂
J
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)jξ1,0j . ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk)+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ
1,0
l ]
1,0 + [ξ0,1j , ξ
1,0
l ]
0,1 + [ξ1,0j , ξ
0,1
l ]
0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
∂¯
J
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)jξ0,1j . ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk)+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ
0,1
l ]
0,1 + [ξ0,1j , ξ
1,0
l ]
1,0 + [ξ1,0j , ξ
0,1
l ]
1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
2
θ
J
ω (ξ0, ..., ξk) := −
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ
1,0
l ]
0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
θ¯
J
ω (ξ0, ..., ξk) := −
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ
0,1
l ]
1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
ave ξ1,0 := pi1,0
J
(ξ), [·, ·]1,0 := pi1,0
J
[·, ·] et de façon analogue pour les indies (0, 1). Les bidegrés
des opérateurs ∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
et θ¯
J
sont respetivement (1, 0), (0, 1), (2,−1) et (−1, 2). En eet
si ω ∈ Ep,q
X,J
(U) est une (p, q)-forme alors les (p + q + 1)-formes ∂
J
ω, ∂¯
J
ω, θ
J
ω, θ¯
J
ω sont nulles
en restrition aux brés Λr,s
J
TX , r + s = p + q + 1 respetivement aux bidegrés (r, s) 6= (p +
1, q), (r, s) 6= (p, q+1), (r, s) 6= (p+2, q−1), (r, s) 6= (p−1, p+2). On déduit alors que l'opérateur
T = ∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
où θ¯
J
vérie la règle de Leibnitz
T (u ∧ v) = Tu ∧ v + (−1)deg uu ∧ Tv.
On a aussi les formules (∂
J
u) = ∂¯
J
u¯, (θ
J
u) = θ¯
J
u¯.
Dénition 1.1 On désigne par τ
J
∈ E(Λ2,0
J
T ∗X ⊗C T
0,1
X,J)(X) le tenseur de la torsion de la
struture presque omplexe dénie par la formule τ
J
(ξ, η) := [ξ1,0, η1,0]0,1 pour tout ξ, η ∈
E(TX ⊗R C)(U), où U ⊂ X désigne un ouvert quelonque. Le tenseur de la struture presque
omplexe est dit intégrable si τ
J
= 0.
On remarque que τ
J
= 0 si et seulement si θ
J
= 0, si et seulement si d = ∂
J
+ ∂¯
J
. On rappelle
le élèbre théorème de Newlander-Nirenberg (voir [We℄, [Hör℄, [Dem-1℄, hapitre VIII, [Mal℄,
[Nij-Woo℄ et [New-Nir℄).
Théorème 1.2 (Newlander-Nirenberg). Soit (X,J) une variété presque omplexe. L'exis-
tene d'une struture holomorphe OX sur la variété X telle que la struture presque omplexe
assoiée JOX soit égale à J est équivalente à l'intégrabilité de la struture presque omplexe J .
On désigne par Hpm la mesure de Hausdor p-dimensionnelle dans Rm et par λ la mesure de
Lebesgue sur Rm. On désigne par Br(x) la boule ouverte de R
m
de entre l'origine et de rayon
r > 0 et par Sr(x) la sphère de dimension m− 1 dans R
m
de entre l'origine et de rayon r > 0.
Soit f une fontion Borel-mesurable et loalement bornée sur un ouvert U ⊂ Rm. Pour tout
Br(x) ⊂ U on dénit les quantités
µB(f, x, r) :=
1
λ(Br(x))
∫
Br(x)
f dλ et µS(f, x, r) :=
1
Hm−1m (Sr(x))
∫
Sr(x)
f dHm−1m .
On a la dénition suivante (f. [Dem-1℄ pour plus de détails).
Dénition 1.3 Une fontion f : U −→ [−∞,+∞) semi-ontinue supérieurement est dite sous-
harmonique si elle vérie une des deux propriétés équivalentes suivantes :
a) f(x) ≤ µB(f, x, r) pour tout Br(x) ⊂ U ;
b) f(x) ≤ µS(f, x, r) pour tout Sr(x) ⊂ U .
Si f ∈ C2(U,R) alors on déduit d'après la deuxième identité de Green que f est sous-harmonique
si et seulement si ∆f ≥ 0. De façon générale on a le théorème lassique suivant (f. [Dem-1℄,
hapitre I).
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Théorème 1.4 Soit f une fontion sous-harmonique sur un ouvert onnexe U . Alors soit f ≡
−∞, soit f ∈ L1loc(U) et dans e as le Laplaien au sens des distributions ∆f est une mesure
positive. Réiproquement soit u une distribution sur U telle que ∆u soit une mesure positive.
Alors il existe une unique fontion f sous-harmonique sur U telle que u soit la distribution
assoiée à f .
On déduit d'après le théorème 1.4 q'une fontion f est sous-harmonique sur un ouvert U si et
seulement si pour tout x ∈ U il existe un voisinage ouvert Vx ⊂ U de x tel que f est sous-
harmonique sur Vx.
On désigne par j la struture presque omplexe anonique sur R2 ≡ C, par J0 la struture
presque omplexe anonique sur R2n ≡ Cn et par B1δ ⊂ R
2
la boule omplexe de entre l'origine
et de rayon δ. On rappelle la dénition suivante.
Dénition 1.5 Soit (X,J) une variété presque omplexe. Une ourbe J-holomorphe loale est
une appliation diérentiable γ : B1δ −→ X telle que sa diérentielle vérie la ondition J(γ(z)) ·
dzγ = dzγ · j pour tout z ∈ B
1
δ .
On a la dénition suivante.
Dénition 1.6 Soit (X,J) une variété presque omplexe. Une fontion f : X −→ [−∞,+∞)
semi-ontinue supérieurement est dite J-plurisousharmonique si pour toute ourbe J-holomorphe
loale γ dénie sur le disque Bδ ⊂ R
2
, la omposée f ◦ γ est sous-harmonique sur le disque Bδ.
Nous désignerons par Psh(X,J) l'ensemble des fontions J-plurisousharmoniques. Si
u ∈ D′2n(X,C) est une distribution à valeurs omplexes sur X nous sommes partiulièrement
intéressés par le ourant i∂
J
∂¯
J
u ∈ D′1,1(X). En général on désigne par D′k,k(X) les setions
globales du faiseau
E(Λk,k
J
T ∗X)⊗EX (C) D
′
2n(C)
où D′2n(C) représente le faiseau des distributions à valeurs omplexes sur X. Il est bien onnu
que D′k,k(X) s'identie naturellement par intégration au dual topologique D′n−k,n−k(X) de l'es-
pae Dn−k,n−k(X) des (n − k, n − k)-formes C∞ à support ompat muni de la topologie de
la onvergene loalement uniforme de toutes les dérivées (f. [Dem-1℄, hapitre I et [DeR℄).
On utilisera pourtant dans la suite l'identiation des notations D′k,k(X) ≡ D′n−k,n−k(X). Le
ourant i∂
J
∂¯
J
u s'érit expliitement sous la forme
i∂
J
∂¯
J
u (ξ0, ξ1) = iξ
1,0
0 . ξ
0,1
1 . u− iξ
1,0
1 . ξ
0,1
0 . u− i[ξ
0,1
0 , ξ
1,0
1 ]
0,1. u− i[ξ1,00 , ξ
0,1
1 ]
0,1. u (1.1)
pour tout hamp de veteurs omplexes ξ0, ξ1 ∈ E(TX ⊗R C)(X). On rappelle que la dérivée ξ. u
d'une distribution u par rapport à un hamp de veteurs ξ est donnée par la formule
〈ξ. u, ϕ〉 := −〈u, d(ξ ϕ)〉
pour tout ϕ ∈ D2n(X,C). On remarque que si la distribution u est réelle alors le ourant i∂
J
∂¯
J
u
l'est aussi. En eet en degré zéro on a l'identité ∂
J
∂¯
J
= −∂¯
J
∂
J
. Cei déoule de la relation
∂
J
∂¯
J
+ ∂¯
J
∂
J
= −θ
J
θ¯
J
− θ¯
J
θ
J
et du fait que les opérateurs θ
J
et θ¯
J
sont nuls en degré zéro. Si (ζ1, ..., ζn) est un repère loal
du bré T 1,0X,J alors l'expression du ourant en question par rapport au repère hoisi est :
i∂
J
∂¯
J
u = i
∑
1≤k,l≤n
(ζk .ζ¯l. u− [ζk, ζ¯l]
0,1. u) ζ∗k ∧ ζ¯
∗
l (1.2)
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On remarque que dans le as intégrable, si on onsidère un repère loal holomorphe ζk ∈
O(T 1,0X,J)(U), k = 1, ..., n, on a [ζk, ζ¯l] = 0 pour tout indie k, l. Rappelons maintenant la déni-
tion suivante :
Dénition 1.7 Une (p, p)-forme u ∈ Λp,p
J
T ∗X,x est dite positive si u(ξ1, Jξ1, ..., ξp, Jξp) ≥ 0 pour
tout veteur ξ1, ..., ξp ∈ TX,x.
Une (q, q)-forme v ∈ Λq,q
J
T ∗X,x est dite fortement positive si elle peut être exprimée sous la forme
v =
∑
λt iαt,1 ∧ α¯t,1 ∧ ... ∧ iαt,q ∧ α¯t,q
ave λt ≥ 0 et αt,k ∈ (T
1,0
X,J,x)
∗
Bien évidemment l'ensemble des (q, q)-formes fortement positives est un ne onvexe fermé.
Il est bien onnu que l'ensemble des (p, p)-formes positives est le ne dual des (q, q)-formes
fortement positives, où q = n − p, via la dualité donnée par le produit extérieur (f. [Dem-1℄,
hapitre III et [Lel℄). La dualité en question implique alors que toutes les formes positives sont
réelles, (les formes fortement positives étant réelles). Soit
u = ip
2
∑
|K|=|H|=p
uK,H ζ
∗
K ∧ ζ¯
∗
H
une (p, p)-forme et ξt =
∑
k (λt,k ζk + λ¯t,k ζ¯k), t = 1, ..., p, veteurs réels. On désigne par λ =
(λt,k) ∈Mp,n(C) la (p, n)-matrie assoiée aux oeients λt,k. Les identités
ξ1 ∧ Jξ1 ∧ ... ∧ ξp ∧ Jξp = 2
p(−i)pξ1,01 ∧ ξ
0,1
1 ∧ ... ∧ ξ
1,0
p ∧ ξ
0,1
p
et ip
2
(−1)p(p−1)/2 = ip impliquent les égalités
u(ξ1, Jξ1, ..., ξp, Jξp) = 2
p(−i)pu(ξ1,01 , ξ
0,1
1 , ..., ξ
1,0
p , ξ
0,1
p ) =
= 2p(−i)p(−1)p(p−1)/2u(ξ1,01 , ..., ξ
1,0
p , ξ
0,1
1 , ..., ξ
0,1
p ) =
= 2p
∑
|K|=|H|=p
uK,H detλK · (detλH).
On aura alors que la (p, p)-forme u est positive si et seulement le dernier terme de l'égalité
préédente est positif pour toute matrie λ. Dans le as p = 1 la matrie hermitienne (uk,h)
assoiée au oeients de la forme u est semidénie positive et une diagonalisation de elle i
montre qu'on peut exprimer u sous la forme u =
∑
1≤t≤r i αt ∧ α¯t, où r est le rang de la forme
u. On a don que la notion de positivité oïnide ave elle de forte positivité en degré (1, 1) et
par dualité aussi en degré (n − 1, n − 1) (et bien évidement en bidegré (0, 0) et (n, n)). Nous
montrons maintenant un premier résultat qui exprime la relation forte qui existe entre les formes
positives et les fontions plurisousharmoniques.
Lemme 1.0.1 Soit f ∈ C2(X,R). Alors f ∈ Psh(X,J) si et seulement si la forme i∂
J
∂¯
J
f est
positive.
Preuve. Nous ommençons par montrer la néessité de la positivité de la forme i∂
J
∂¯
J
f . En eet
soit ξ ∈ TX,x un veteur réel. Il existe alors une ourbe J-holomorphe γ telle que γ(0) = x et
ξ = dγ
(
∂
∂x |0
)
(voir par exemple l'artile de Sikorav, théorème 3.1.1 dans l'ouvrage de Audin
5
et Lafontaine [Au-La℄ ou la preuve du théorème 2.2 qui suivra). Le fait que la ourbe γ soit
J-holomorphe implique la première et troisième des égalités suivantes :
i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) = i∂
J
∂¯
J
f
(
dγ
( ∂
∂x |0
)
, dγ
( ∂
∂y |0
))
=
= γ∗i∂
J
∂¯
J
f
( ∂
∂x |0
,
∂
∂y |0
)
= i∂
j
∂¯
j
(f ◦ γ)
( ∂
∂x |0
,
∂
∂y |0
)
=
= i
∂2(f ◦ γ)
∂z ∂z¯
(0) dz ∧ dz¯
( ∂
∂x |0
,
∂
∂y |0
)
=
1
2
∆(f ◦ γ)(0)
e qui montre la néessité de la positivité. Le même alul, ave z ∈ Bδ à la plae de 0, montre
aussi la susane de la positivité. 
Dénition 1.8 Une fontion f ∈ C2(X,R) sur une variété presque omplexe (X,J) est dite
stritement J-plurisousharmonique s'il existe une métrique hermitienne ω ∈ C0(Λ1,1
J
T ∗X)(X) sur
le bré tangent telle que i∂
J
∂¯
J
f ≥ ω.
Quelques exemples élémentaires de fontions stritement J-plurisousharmonique.
Exemple 1. On déduit failement que si (z1, ..., zn) sont des oordonnées C
∞
telles que J(0) =
J0, on a l'ériture
i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ)(z) = 2
∑
k,l
∂2f
∂zk∂z¯l
(z) ξk ξ¯l +O(|z|)(ξ, ξ¯),
(voir par exemple le lemme 5.1.1). On a alors que la fontion f(z) = |z|2 est stritement J-
plurisousharmonique sur un voisinage de l'origine des oordonnées.
Exemple 2. Soit F λJ := S
λTX,J une puissane de Shur du bré tangent et onsidérons une
métrique hermitienne sur F λJ telle que la ourbure au sens de Griths soit stritement négative
en un point x. Soit (σk)k ⊂ E(F
λ
J )(U) un repère loal presque-holomorphe spéial au point
x ∈ U . En utilisant le lemme préédent on déduit, d'après les remarques faites dans [Pal℄, que
les fontions fk := |σk|
2
h sont stritement J-plurisousharmoniques au voisinage du point x. 
Pour réduire l'hypothèse de régularité de la fontion f , on a besoin de donner quelques élé-
ments de la théorie des ourants positifs sur les variétés presque omplexes. Pour faire ei on a
besoin de quelques résultats et notions préliminaires que nous présentons tout de suite.
2 Plongements par feuilles ourbes J-holomorphes et hamps de
veteurs J-plats sur les variétés presque omplexes
On désigne par Bn2r ⊂ C
n
la boule ouverte de dimension 2n, de rayon 2r et de entre l'origine.
On veut plonger dans une variété presque omplexe (X,J) de dimension omplexe n le ylindre
B1δ ×B
n−1
δ ⊂ C
n
, ave δ > 0 susamment petit, de telle sorte que les disques B1δ × p, p ∈ B
n−1
δ
se plongent de façon J-holomorphe dans X. De plus on veut pouvoir plonger dans toutes les
positions possibles les ylindres préédents. L'existene de es plongements est diretement liée
à la notion de hamp de veteurs J-plat qu'on introduit i-dessous.
Dénition 2.1 Un hamp de veteurs réel ξ ∈ E(TX r 0X)(U) au dessus d'un ouvert U est dit
J-plat s'il vérie l'équation diérentielle non linéaire de premier ordre [ξ, Jξ] = 0 sur l'ouvert
U . On désigne par P
J
(U, TX ) l'ensemble des hamps de veteurs J-plats au dessus de U .
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D'après le théorème de Newlander-Nirenberg on déduit que si la struture presque omplexe
est intégrable alors tout hamp de veteurs réel holomorphe ξ ∈ O(TX r 0X)(U) au dessus
d'un ouvert U quelonque est J-plat. On a le résultat général suivant qui assure la possibilité
d'eetuer des plongements du ylindre, dont les feuilles sont des ourbes J-holomorphes, en
toutes les positions possibles et l'existene loale en grande quantité des hamps de veteurs
J-plats.
Théorème 2.2 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n. Pour tout
point x0 ∈ X il existe un voisinage ouvert Ux0 de x0 et un voisinage ouvert B(TUx0 ) ⊂ TUx0 ,
B(TUx0 ) ≃ Ux0 ×B
n
, de la setion nulle sur Ux0 tels que :
A) Il existe une appliation de lasse C∞
Φ : B11 ×B(TUx0 ) −→ X
telle que pour tout v ∈ B(TUx0 ) l'appliation z ∈ B
1
1 7→ Φ(z, v) est une ourbe J-holomorphe qui
vérie la ondition ∂tΦ(0, v) = v, z = t+ is.
B) Il existe une famille de plongements (Ψα : B
1
δ × B
n−1
δ −→ X)α∈I de lasse C
∞
telle que
pour tout α ∈ I et z2 ∈ B
n−1
δ les appliations
z1 ∈ B
1
δ 7→ Ψα(z1, z2)
sont des ourbes J-holomorphes, Ψα(B
1
δ ×B
n−1
δ ) ⊃ Ux0 et
TX,p r 0p =
{
λ∂tΨα(0, 0) |λ ∈ Rr 0, α ∈ I
}
=
{
ξ(p) | ξ ∈ P
J
(Ux0 , TX)
}
pour tout p ∈ Ux0, (z1 = t+ is).
Avant de passer à la preuve du théorème 2.2 on a besoin de quelques préliminaires tehniques. Soit
J0 la struture presque omplexe usuelle sur R
2n
identié ave Cn via l'identiation z ≡ (x, y).
Nous onsidérons un système de oordonnées loales entrées en x0 ∈ X et on suppose, quitte à
eetuer un hangement linéaire de oordonnées, que J(0) = J0. On onsidère aussi une boule
ouverte Bn2r ⊂ C
n
sur laquelle l'endomorphisme J + J0 est inversible et on pose par dénition
qJ := (J0 + J)
−1 · (J0 − J) ∈ C
∞(EndR(R
2n))(Bn2r).
On remarque que qJ(0) = 0. On suppose pour simplier les notations qui suivront que r = 1.
Si γ : B11 −→ (B
n
2 , J) est une ourbe J-holomorphe, la ondition de J-holomorphie ∂sγ =
J(γ)∂tγ, z = t+ i s peut être érite de façon équivalente sous la forme
∂z¯γ + qJ(γ)∂zγ = 0 (2.1)
où ∂z¯ :=
1
2(∂t + J0∂s) et ∂z :=
1
2(∂t − J0∂s). En eet en utilisant les identités ∂t =
1
2 (∂z + ∂z¯) et
∂s =
J0
2 (∂z − ∂z¯) on peut érire la ondition ∂sγ = J(γ)∂tγ sous la forme
(J0 + J(γ)) ∂z¯γ = (J0 − J(γ)) ∂zγ.
L'inversibilité de l'endomorphisme J + J0 donne alors l'ériture sous la forme (2.1). On rappelle
aussi (voir l'artile de Sikorav dans l'ouvrage de Audin et Lafontaine [Au-La℄ pour plus de
détails) que l'opérateur
P : Ck+µ(B11 ;C
n) −→ Ck+µ+1(B11 ;C
n),
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k ∈ N, µ ∈ (0, 1) déni par la formule Pγ(z) := P ′γ(z) − P ′γ(0), ave
P ′γ(z) :=
1
2pii
∫
ζ∈B11
γ(ζ)
ζ − z
dζ ∧ dζ¯,
vérie les propriétés suivantes : ∂z¯ ◦ P = I et pour tout entier k ∈ N et µ ∈ (0, 1) il existe une
onstante ck,µ > 0 telle que pour toute ourbe γ ∈ C
k+µ(B11 ;C
n) on a l'estimation
‖Pγ‖k+µ+1 ≤ (2 + ck,µ)‖γ‖k+µ, (2.2)
où ‖ · ‖k+µ désigne la norme de Hölder usuelle sur B
1
1 . Pour prouver le théorème 2.2 on utilisera
la remarque essentielle suivante, utilisée par MDu (voir le lemme 1.4 dans [MD℄ ) et aussi par
Sikorav pour prouver le théorème 3.1.1 dans l'ouvrage [Au-La℄ : une ourbe γ : B11 −→ (B
n
2 , J)
est J-holomorphe si et seulement si la ourbe
γ0 := γ + P
(
qJ(γ) ∂zγ
)
est J0-holomorphe. De plus on a l'égalité γ0(0) = γ(0).
On aura besoin de quelques remarques élémentaires de topologie diérentielle qui seront utilisées
plusieurs fois dans la suite.
Remarque 1. Soit f : X × Y −→ Z une appliation entre espaes topologiques telle que
l'appliation Φf : X × Y −→ X × Z, Φf (x, y) := (x, f(x, y)) soit ouverte. Alors pour tout
(x0, y0) ∈ X × Y , pour tout voisinage ouvert Vy0 ⊂ Y de y0 et pour tout ompat K ⊂ fx0(Vy0)
(ii on pose par dénition fx := f(x, ·)) il existe un voisinage ouvert Ux0 ⊂ X de x0 tel que
pour tout x ∈ Ux0 on a fx(Vy0) ⊃ K. L'hypothèse préédente est vériée par exemple si f est
une appliation de lasse C1 entre variétés de Banah telle que pour tout x ∈ X l'appliation
fx : Y −→ Z soit un plongement ouvert, autrement dit fx est injetive et
dyfx : TY,y −→ TZ,fx(y)
est un isomorphisme pour tout y ∈ Y . En eet dans e as le théorème d'inversion loale im-
plique que l'appliation Φf est ouverte.
Remarque 2. Dans le as où l'appliation fx0 : Y −→ Z est un plongement ouvert seulement
en un point x0 ∈ X on a d'après le théorème des fontions impliites que pour tout ompat
K ⊂ Z il existe un voisinage ouvert VK ⊂ Z de K, un voisinage ouvert W ⊂ Y de f
−1
x0 (VK) et
un voisinage ouvert Ux0 ⊂ X de x0 tel que pour tout x ∈ Ux0 l'appliation
fx : f
−1
x (VK) ∩W −→ VK
soit un diéomorphisme de lasse C1.
Remarque 3. Le théorème des fontions impliites implique que si f : X × Y ′ −→ Z est
une appliation de lasse C1 entre variétés de Banah telle qu'il existe un point x0 ∈ X et un
ouvert relativement ompat Y ⊂ Y ′ (don Y ′ est de dimension nie) tels que fx0 : Y −→ Z
soit injetive et
dyfx0 : TY ′,y −→ TZ,fx0(y)
soit un isomorphisme pour tout y ∈ Y , alors il existe un voisinage ouvert Ux0 ⊂ X de x0 tel que
pour tout x ∈ Ux0 l'appliation fx : Y −→ Z est un plongement ouvert.
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Preuve du théorème 2.2
Preuve de la partie A
Pour tout entier k ∈ N, k ≥ 2 nous onsidérons l'appliation de lasse Ck−1
F : [0, 1] × Ck+µ(B11 ×B
n
1 ×B
n
1 ; B
n
2 )
✲ Ck+µ(B11 ×B
n
1 ×B
n
1 ; C
n)
(ε, φ) 7−→ φ+ Pz
(
qJ(εφ) ∂zφ
)
où µ ∈ (0, 1) est une onstante xée et (Pzφ)(z, x, v) := (Pφ(·, x, v))(z), (z, x, v) ∈ B
1
1×B
n
1×B
n
1 .
Considérons aussi l'appliation holomorphe H ∈ O(B11 × B
n
1 × B
n
1 ; B
n
2 ) dénie par la formule
H(z, x, v) := x+ zv.
Le fait que l'appliation
F0 := F (0, ·) : C
k+µ(B11 ×B
n
1 ×B
n
1 ;B
n
2 ) −→ C
k+µ(B11 ×B
n
1 ×B
n
1 ;C
n)
soit l'inlusion anonique entraîne, d'après la remarque 2, l'existene d'un voisinage ouvert Vk ⊂
Ck+µ(B11 ×B
n
1 ×B
n
1 ;B
n
2 ) de H (ave Vk ⊃ Vk+1), d'un voisinage ouvert
Wk ⊂ C
k+µ(B11 ×B
n
1 ×B
n
1 ;B
n
2 )
de Vk, Wk ⊃ Wk+1 et de ε0 ∈ (0, 1] tel que pour tout ε ∈ [0, ε0] l'appliation
Fε : F
−1
ε (Vk) ∩Wk −→ Vk
est un diéomorphisme de lasse Ck−1. On pose alors par dénition φε := F
−1
ε (H) et on remarque
que l'appliation ε φε ∈ C
∞(B11×B
n
1×B
n
1 ;B
n
2 ) est J-holomorphe par rapport à la variable z ∈ B
1
1 .
Nous onsidérons maintenant l'appliation de lasse C∞
χ : [0,ε0]×B
n
1 ×B
n
1
✲ Bn2 × C
n
(ε, x, v) 7−→ (x, ∂tφε(0, x, v)),
z = t+i s. On rappelle que φε(0, x, v) = x. Le fait que l'appliation χ0 := χ(0, ·, ·) soit l'inlusion
anonique entraîne, d'après les remarques 3 et 1, que quelque soit r ∈ (0, 1) et ρ ∈ (0, r) il existe
ε1 = ε1(r, ρ) ∈ (0, ε0] tel que pour tout ε ∈ [0, ε1] l'appliation
χε : B
n
r ×B
n
r −→ χε(B
n
r ×B
n
r ) ⊃ B
n
ρ ×B
n
ρ
est un diéomorphisme de lasse C∞. On onsidère l'appliation χ−1ε : B
n
ρ ×B
n
ρ −→ B
n
r ×B
n
r et
on dénit l'appliation
Φε :B
1
1 ×B
n
ερ ×B
n
ερ
✲ Bn2
(z, x, v) 7−→ εφε(z, χ
−1
ε (ε
−1x, ε−1v)).
Si on pose par dénition Ux0 := B
n
ερ et B(TUx0 ) := B
n
ερ×B
n
ερ on a que l'appliation Φε vérie les
onditions de la partie A de l'enoné du théorème 2.2. On verra de suite que pour satisfaire aussi
la onlusion B du théorème 2.2 il est néessaire de onsidérer un voisinage ouvert Ux0 plus petit.
Preuve de la partie B
On rappelle qu'on désigne par J0 la struture presque omplexe usuelle sur R
2n
identié à Cn
via z ≡ (x, y). Ave ette identiation on voit le groupe Gl(n,C) omme sous-groupe du groupe
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Gl(2n,R). Préisément A ∈ Gl(n,C) ⊂ Gl(2n,R) si et seulement si AJ0 = J0A. Dans la suite
on désignera par U(n) := O(2n) ∩Gl(n,C) le groupe unitaire. Soit δ = ρ/2 et
l : Bnδ ×B
n−1
δ × U(n) −→ B
n
ρ ⊂ R
2n ≡ Cn
l'appliation dénie par la formule
l(p, z2, A) = p+A
(
x2 ·
∂
∂x2
+ y2 ·
∂
∂y2
)
,
ave l'identiation z2 ≡ (x2, y2) et x2 ≡ (x2, ..., xn), y2 ≡ (y2, ..., yn). Considérons don l'appli-
ation de lasse C∞
Φ :[0, ε1]× (B
1
δ ×B
n−1
δ )×B
n
δ × U(n) ✲ B
n
2
(ε; (z1, z2); (p,A)) 7−→ φε
(
z1, χ
−1
ε
(
l(p, z2, A);A
∂
∂x1
))
,
où φε := F
−1
ε (H) est l'appliation dénie dans la preuve de la partie A. Ave l'identiation
Φ(ε; (z1, z2); (p,A)) ≡ Φ
p,A
ε (z1, z2) on a les propriétés suivantes :

Φp,Aε (0, z2) = l(p, z2, A)
∂tΦ
p,A
ε (0, z2) = A
∂
∂x1
Φp,A0 (z1, z2) = t A
∂
∂x1
+ sA
∂
∂y1
+ l(p, z2, A)
(rappelons que z1 := t + i s). Soit δ1 ∈ (0, δ) un réel susamment petit pour pouvoir assurer
l'inlusion Bnδ1 ⊂ Φ
p,A
0 (B
1
δ × B
n−1
δ ) pour tout p ∈ B
n
δ1
et A ∈ U(n). On aura alors que l'image
du plongement
Φ0 × I :(B
1
δ ×B
n−1
δ )×B
n
δ1
× U(n) ✲ Bn2 ×B
n
δ1
× U(n)
((z1, z2); (p,A)) 7−→ (Φ
p,A
0 (z1, z2); (p,A))
ontient le ompat Bnδ1×B
n
δ1
×U(n) (rappelons que le groupe U(n) est ompat). On aura d'après
les remarques 3 et 1 l'existene de ε2 ∈ (0, ε1] tel que pour tout ε ∈ (0, ε2] et (p,A) ∈ B
n
δ1
×U(n)
l'appliation
Φp,Aε : B
1
δ ×B
n−1
δ −→ Φ
p,A
ε (B
1
δ ×B
n−1
δ ) ⊃ B
n
δ1
est un diéomorphisme de lasse C∞. Nous onsidérons don l'appliation
Ψε : (B
1
δ ×B
n−1
δ )×B
n
εδ1 × U(n) −→ B
n
2
dénie par la formule Ψp,Aε := εΦ
ε−1p,A
ε , (p,A) ∈ Bnεδ1 × U(n) et on remarque qu'elle vérie les
propriétés suivantes :
∂z¯1Ψ
p,A
ε + qJ(Ψ
p,A
ε ) ∂z1Ψ
p,A
ε = 0 Ψ
p,A
ε (0, 0) = p
Ψp,Aε (B
1
δ ×B
n−1
δ ) ⊃ B
n
εδ1 ∂tΨ
p,A
ε (0, z2) = εA
∂
∂x1
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On dénit les hamps de veteurs J-plats
ξp,A := ∂tΨ
p,A
ε ◦ (Ψ
p,A
ε )
−1 ξp,A(p) = εA
∂
∂x1
sur l'ouvert Bnεδ1 . Le fait que l'ation de U(n) est transitive sur la sphère S
2n−1
, (voir [Bo-Tu℄)
entraîne que la famille
{λξp,A ∈ PJ(B
n
εδ1 , TX) | λ ∈ Rr {0}, (p,A) ∈ B
n
εδ1 × U(n)}
engendre pontuellement (au sens ensembliste) TX|Bnεδ1
r 0X , e qui prouve la partie B du
théorème 2.2 ave Ux0 := B
n
εδ1
et I := Bnεδ1 × U(n). 
Le lemme élémentaire suivant montre que tout hamp de veteurs J-plat provient loalement
d'un plongement dont les feuilles sont des ourbes J-holomorphes.
Lemme 2.0.2 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et ξ un hamp
de veteurs J-plat sur un ouvert U . Pour tout x ∈ U il existe un voisinage ouvert Ux ⊂ U de
x et une arte loale (Ux, σ
−1
ξ ), σξ : B
1
δ ×B
n−1
δ −→ Ux, ompatible ave l'orientation anonique
de (Ux, J) telle que pour tout z2 ∈ B
n−1
δ , les appliations z1 ∈ B
1
δ 7→ σξ(z1, z2) sont des ourbes
J-holomorphes et dσξ(
∂
∂x1
) = ξ ◦ σξ, z1 = x1 + iy1.
Preuve. Soient v2, ..., vn ∈ TX,x des veteurs tels que ξ(x), v2, ..., vn soit une base sur C de TX,x
et τ des oordonnées loales entrées en x telles que :
dτ−1
( ∂
∂x1
|0
)
= ξ(x) dτ−1
( ∂
∂y1
|0
)
= Jξ(x)
dτ−1
( ∂
∂xk
|0
)
= vk dτ
−1
( ∂
∂yk
|0
)
= Jvk
pour tout k = 2, ..., n, (on désigne par (x1, y1, ..., xn, yn) les oordonnées sur R
2n
). On désigne
par φξ, φJξ : Vx × (−δ, δ) ⊂ X × R −→ X les ots respetifs des hamps ξ et Jξ au voisinage
Vx de x (pour simplier les notations on utilisera dans la suite l'identiation φξ(x, t) ≡ φ
t
ξ(x))
et on onsidère l'appliation σξ : Im τ −→ X dénie par la formule
σξ(x1, y1, ..., xn, yn) := φ
x1
ξ ◦ φ
y1
Jξ ◦ τ
−1(0, 0, x2, y2, ..., xn, yn) =
= φy1Jξ ◦ φ
x1
ξ ◦ τ
−1(0, 0, x2, y2, ..., xn, yn).
D'après le théorème d'inversion loale on a l'existene d'un voisinage ouvert Ux ⊂ U de x tel
que (Ux, σ
−1
ξ ) soit une arte loale ompatible ave l'orientation anonique de (Ux, J) telle que
dσξ
( ∂
∂x1
)
= ξ ◦ σξ et dσξ
( ∂
∂y1
)
= Jξ ◦ σξ.
Si on suppose σ−1ξ (Ux) = B
1
δ ×B
n−1
δ ⊂ R
2×R2n on en déduit que les appliations (t, s) ∈ B1δ 7→
σξ(t, s, a2, b2, ..., an, bn) sont des ourbes J-holomorphes pour tout (a2, b2, ..., an, bn) ∈ B
n−1
δ . 
On aura besoin aussi du lemme suivant.
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Lemme 2.0.3 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et soit γ :
B1δ −→ X une ourbe J-holomorphe lisse. Il existe alors un plongement
σ : B1ρ × B
n−1
ρ −→ X, ρ ∈ (0, δ) de lasse C
∞
qui préserve les orientations anoniques tel que
les appliations σ(·, z2), z2 ∈ B
n−1
ρ soient des ourbes J-holomorphes et σ(·, 0) = γ.
Preuve. Soit Bn2 ⊂ X une boule oordonnée telle que J(0) = J0 et γ(0) = 0. Soit µλ : B
1
1 −→
B1λ, µλ(z) = λz l'homothétie de fateur λ > 0 et γλ, λ ∈ (0, δ] la ourbe J-holomorphe dénie
par la formule γλ := γ ◦µλ. Considérons la famille de ourbes J0-holomorphes (uλ)λ∈(0,δ] dénie
par la formule
uλ := λ
−1
[
γλ + P
(
qJ(γλ) ∂zγλ
)]
.
Considérons des veteurs ξ2, ..., ξn ∈ R
2n ≡ Cn tels que les veteurs λ∂tuλ(0), ξ2, ..., ξn forment
une base J0-omplexe de R
2n
et la famille d'appliations J0-holomorphes
(Hλ)λ∈(0,δ] ⊂ O(B
1
1 ×B
n−1
1 ;B
n
2 ),
dénie par la formule Hλ(z1, z2) = uλ(z1) + ξ · z2. Nous onsidérons aussi l'appliation
F : [0, 1] × Ck+µ(B11 ×B
n−1
1 ; B
n
2 ) −→ C
k+µ(B11 ×B
n−1
1 ; C
n)
dénie omme dans la preuve du théorème 2.2. Le fait que l'ensemble
(Hλ)λ∈(0,δ] ⊂ C
k+µ(B11 ×B
n−1
1 ; B
n
2 )
soit ompat, (pour tout k ≥ 1) entraîne, d'après la remarque 2 de la preuve du théorème 2.2,
l'existene d'un ρ ∈ (0, δ] pour lequel il existe les appliations φε := F
−1
ε (Hε), ε ∈ (0, ρ], (les
appliations F−1ε sont dénies omme dans la preuve du théorème 2.2). De façon expliite on a
don l'identité
φε + Pz1
(
qJ(εφε) ∂z1φε
)
= Hε.
On déduit alors, grâe à l'inégalité (2.2), que pour ε > 0 susamment petit, (disons ε ∈ (0, ρ]),
on a l'inégalité
‖φε −Hε‖k+µ+1 ≤ εCk,µ‖d0qJ‖ · ‖φε‖k+µ · ‖dφε‖k+µ,
qui ompte tenu de la ompaité de la famille (φε)ε∈(0,ρ] ⊂ C
k+µ(B11 × B
n−1
1 ; B
n
2 ), (pour tout
k ≥ 1) implique l'inégalité
‖φε −Hε‖k+µ+1 ≤ C
′
k,µε.
On onsidère le plongement linéaire L(z1, z2) := d0γ(z1) + ξ · z2 et on remarque l'inégalité
‖Hε − L‖k+µ+1 = ‖uε − d0γ‖k+µ+1 ≤ εC
′
k,µ‖d0qJ‖ · ‖d0γ‖
2,
pour tout ε ∈ (0, ρ]. On déduit alors que les appliations φε sont des plongements pour ρ > 0
susamment petit (voir lemme 1.3 du hapitre 2 dans l'ouvrage de Hirsh [Hir℄) . On onsidère
don les plongements ψε := εφε et on remarque les égalités[
ψε + Pz1
(
qJ(ψε) ∂z1ψε
)]
(·, 0) = εuε = γε + Pz1
(
qJ(γε) ∂z1γε
)
qui montrent l'égalité ψε(·, 0) = γε. On déduit alors que l'appliation
(z1, z2) ∈ B
1
ρ ×B
n−1
ρ 7→ σ(z1, z2) := ψρ(ρ
−1z1, z2)
est le plongement voulu. 
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3 Courants positifs sur les variétés presque omplexes
3.1 Généralités
On ommene par rappeler quelques dénitions générales de la théorie des ourants.
Dénition 3.1 Soit Θ ∈ D′k(X) un ourant de degré k, d'ordre zéro sur une variété diéren-
tiable X orientable et orientée de dimension n. Une masse du ourant Θ est une mesure de
Radon positive µ sur X telle que si ψ ∈ E(ΛnT ∗X)(X) est une forme de volume arbitraire et si
A ⊂ X est un ensemble de Borel alors µ(A) = 0 si et seulement si
∫
AΘ(ξ1, ..., ξk) · ψ = 0 pour
tout hamp de veteurs ξ1, ..., ξk ∈ E(TX)(X).
On remarque que si µ1 et µ2 sont deux masses du même ourant alors l'une est absolument
ontinue par rapport à l'autre. Il est bien onnu, (f. [Fed℄, [G-M-S℄) que tout ourant d'ordre
zéro admet une masse qui peut être dénie par la formule
µg(Θ)(U) := sup
ϕ∈Dn−k(U)
|ϕ|g≤1
∣∣∣∣∣∣
∫
U
Θ ∧ ϕ
∣∣∣∣∣∣
pour tout ouvert U ⊂ X relativement ompat dans X, (ii g est une métrique Riemannienne sur
X). Ave les notations de la dénition 3.1 on a par onséquene du Théorème de Radon-Nikodym
l'existene d'une k-forme θµ,ψ telle que pour tout hamp de veteurs ξ1, ..., ξk ∈ E(TX)(X) la
fontion θµ,ψ(ξ1, ..., ξk) ∈ L
1
loc(X,BX , µ) (ii BX désigne la σ-algèbre de Borel) est dénie µ-
presque partout par la formule
θµ,ψ(ξ1, ..., ξk)(x) := lim
r→0
1
µ(Br(x))
∫
Br(x)
Θ(ξ1, ..., ξk) · ψ
où Br(x) est une boule de rayon r relative à un ouvert oordonné quelonque. On aura alors
pour tout Borelien A ∈ BX l'égalité∫
A
Θ(ξ1, ..., ξk) · ψ =
∫
A
θµ,ψ(ξ1, ..., ξk)dµ
qu'on dénote souvent sous la forme Θ = θµ,ψ · µ. Nous rappelons maintenant quelques résultats
de base de la théorie des ourants d'ordre zéro (f. [Fed℄, [G-M-S℄).
Théorème 3.2 (Compaité faible de la masse). Soit {Θν}ν ⊂ D
′k(X) une suite de ourants
d'ordre zéro telle que supν µ(Θν)(U) <∞ pour tout ouvert relativement ompat U de X. Il existe
alors une sous-suite {Θνj}νj de {Θν}ν onvergente pour la topologie faible des ourants d'ordre
zéro vers un ourant d'ordre zéro Θ ∈ D′k(X).
Ce théorème est juste une onséquene du théorème lassique de Banah-Alaoglu. Le théorème
préédent admet un réiproque que nous énonçons sous la forme suivante.
Théorème 3.3 Soit {Θν}ν ⊂ D
′k(X) une suite de ourants d'ordre zéro telle que supν | 〈Θν , ϕ〉 | <
∞ pour toute forme à support ompat ϕ ∈ C0(Λn−kT ∗X)(X). Alors les masses des ourants Θν
sont loalement équi-bornées au sens suivant : pour tout ouvert relativement ompat U de Xon
a supν µ(Θν)(U) <∞.
Ce théorème est simplement une onséquene du théorème lassique de Banah-Steinhaus. Nous
avons aussi la lemme très utile suivant.
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Lemme 3.1.1 Soit {Θν}ν ⊂ D
′k(X) une suite de ourants d'ordre zéro onvergente faiblement
vers un ourant d'ordre zéro Θ ∈ D′k(X). Si supν µ(Θν)(X) <∞ alors la suite {Θν}ν onverge
vers le ourant Θ dans la topologie faible des ourants d'ordre zéro.
Considérons à partir de maintenant une variété presque omplexe (X,J) de lasse C∞ et de
dimension réelle 2n munie d'une métrique ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) et les (p, p)-formes fortement
positives ωp := 1/p!ω
p
pour p = 0, ..., n. On remarque que ωn est la forme de volume assoiée à
la métrique ω. Les notations préédentes seront utiles pour montrer l'équivalene des dénitions
suivantes.
Dénition 3.4 Un ourant Θ ∈ D′p,p(X) sur une variété presque omplexe (X,J) est dit positif
si il vérie une des trois propriétés équivalentes suivantes.
a) Pour tout hamp de veteurs réels ξ1, ..., ξn−p ∈ E(TX)(X) et pour toute forme ϕ ∈ D
2n(X)
positive on a l'inégalité
〈Θ(ξ1, Jξ1, ..., ξn−p, Jξn−p), ϕ〉 ≥ 0.
b) Le ourant Θ est d'ordre zéro et le ourant Θ ∧ ωp détermine une masse ‖Θ‖ω du ourant Θ
telle que quel que soit le représentant
θω ∈ θ‖Θ‖ω,ωn ∈
(
E(Λn−p,n−p
J
T ∗X)⊗EX (C) L
1
loc(BX , ‖Θ‖ω)
)
(X)
de la forme θ
‖Θ‖ω,ωn
on a que la forme θω(x) ∈ Λ
n−p,n−p
J
T ∗X,x est positive pour ‖Θ‖ω-presque
tout x ∈ X.
c) Pour tout (p, p)-forme ϕ ∈ E(Λp,p
J
T ∗X)(X) fortement positive le ourant Θ ∧ ϕ détermine une
mesure de Radon positive.
Le ne des ourants positifs de bidimension (p, p) sera noté par D′p,p(X)
+
.
Preuve de l′e´quivalence. Nous montrons les impliations a) =⇒ c) et c) =⇒ b). L'impliation
b) =⇒ a) est évidente. Commençons par prouver l'impliation a) =⇒ c).
Soit U ⊂ X un ouvert oordonée, soit (ζ1, ..., ζn) un repère du bré T
1,0
X,J |U et (ρε)ε>0 une famille
de noyaux régularisants usuels. Si
Θ = i(n−p)
2
∑
|K|=|H|=n−p
ΘK,H ζ
∗
K ∧ ζ¯
∗
H
est l'expression loale du ourant Θ on dénit les (n− p, n− p)-formes
Θ ∗ ρε := i
(n−p)2
∑
|K|=|H|=n−p
ΘK,H ∗ ρε ζ
∗
K ∧ ζ¯
∗
H .
Soient de plus ξ1, ..., ξn−p ∈ E(TX)(U) des hamps de veteurs à oeients onstants par rapport
au repère (ζ1, ..., ζn). L'égalité
Θ(ξ1, Jξ1, ..., ξn−p, Jξn−p) ∗ ρε = (Θ ∗ ρε)(ξ1, Jξ1, ..., ξn−p, Jξn−p)
entraîne que les formes Θ∗ρε sont positives. Pour tout (p, p)-forme ϕ ∈ E(Λ
p,p
J
T ∗X)(X) fortement
positive on a alors l'inégalité (Θ ∗ ρε) ∧ ϕ ≥ 0. En passant à la limite on obtient la onlusion
voulue.
Nous montrons maintenant l'impliation c) =⇒ b). Montrons d'abord que le ourant Θ est
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d'ordre zéro. Soit U ⊂ X sur lequel TX|U est trivial et soit (ζ1, ..., ζn) un repère ω-orthonormé
du bré T 1,0X,J |U . Les formes ωp s'expriment alors par rapport au repère hoisi sous la forme
ωp =
ip
2
2p
∑
|K|=p
ζ∗K ∧ ζ¯
∗
K .
Pour tout multi-indie |L| = n− p on désigne par R := ∁L le multi-indie omplémentaire de L
dans l'ensemble {1, .., n}. On a alors que le ourant
ΘL,L · ωn = i
p22−nΘ ∧ ζ∗R ∧ ζ¯
∗
R
peut être identié ave une mesure de Radon positive sur l'ouvert U . Nous reprenons maintenant
un alul fait par Demailly dans [Dem-1℄, hapitre III. On désigne par R := ∁K, Q := ∁H les
multi-indies omplémentaires de K et H dans l'ensemble {1, .., n} et ave ε• := ±1, ±i. Ave
es notations on aura alors :
ΘK,H · ωn = ±i
p22−nΘ ∧ ζ∗R ∧ ζ¯
∗
Q =
= 2−nΘ ∧
∑
a∈(Z/4Z)p
εa
∧
1≤s≤p
i
4
(ζ∗rs + i
asζ∗qs) ∧ (ζ
∗
rs + i
asζ∗qs). (3.1)
En eet il sut de remarquer l'identité extérieure
4ζ∗j ∧ ζ¯
∗
k = (ζ
∗
j + ζ
∗
k) ∧ (ζ
∗
j + ζ
∗
k)− (ζ
∗
j − ζ
∗
k) ∧ (ζ
∗
j − ζ
∗
k)
+i(ζ∗j + iζ
∗
k) ∧ (ζ
∗
j + iζ
∗
k)− i(ζ
∗
j − iζ
∗
k) ∧ (ζ
∗
j − iζ
∗
k). (3.2)
Le fait que les formes ∧
1≤s≤p
i
4
(ζ∗rs + i
asζ∗qs) ∧ (ζ
∗
rs + i
asζ∗qs)
sont fortement positives entraîne, par hypothèse, que les ourants ΘK,H ·ωn peuvent être identié
ave une mesure de Radon omplexe sur l'ouvert U , e qui montre que le ourant Θ est d'ordre
zéro. D'autre part on a les égalités
2−nΘ ∧
∧
1≤s≤p
( ∑
as∈(Z/4Z)
i
4
(ζ∗rs + i
asζ∗qs) ∧ (ζ
∗
rs + i
asζ∗qs)
)
=
= 2−nΘ ∧
∧
1≤s≤p
(iζ∗rs ∧ ζ¯
∗
rs + iζ
∗
qs ∧ ζ¯
∗
qs) =
= 2−nΘ ∧
∑
t∈E
ip
2
ζ∗Mt ∧ ζ¯
∗
Mt =
∑
t∈E
ΘHt,Ht · ωn
où E est un ensemble d'indies de ardinalité inférieure ou égale à 2p, Mt ⊂ R ∪ Q est un
p-multi-indie et Ht := ∁Mt. En utilisant l'expression (3.1) on obtient alors l'inégalité suivante :
sup
f∈D0(V,C)
|f |≤1
∣∣∣∣∣∣
∫
V
ΘK,H · fωn
∣∣∣∣∣∣ ≤ 2p
∑
L⊃K∩H
∫
V
ΘL,L · ωn < +∞ (3.3)
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pour tout V ⊂ U relativement ompat dans U . On remarque de plus que le ourant Θ ∧ ωp
s'érit sous la forme
Θ ∧ ωp = 2
n−p
( ∑
|L|=n−p
ΘL,L
)
· ωn.
Le ourant Θ ∧ ωp détermine une mesure de Radon Positive ‖Θ‖ω donnée expliitement par la
formule
‖Θ‖ω(A) := inf
U⊃A
∫
U
Θ ∧ ωp
pour tout sous-ensemble A ⊂ X relativement ompat. L'inégalité (3.3) montre alors que les
mesures de Radon omplexes déterminées par les ourants ΘK,H ·ωn sont absolument ontinues
par rapport à la mesure ‖Θ‖ω restreinte à l'ouvert trivialisant U , e qui prouve que la mesure
de Radon ‖Θ‖ω est une masse du ourant Θ.
Nous montrons maintenant que la forme θω(x) ∈ Λ
n−p,n−p
J
T ∗X,x est positive pour ‖Θ‖ω-presque
tout x ∈ X. On désigne par
FPp(ζ) ⊂ E(Λ
p,p
J
T ∗X)(U)
l'ensemble des (p, p)-formes fortement positives à oeients onstants par rapport au repère
(ζ1, ..., ζn) et on onsidère un sous-ensemble (ϕν)ν∈N ⊂ FPp(ζ) dense dans FPp(ζ). Soit ξω ∈
E(Λn,n
J
TX)(X) le (n, n)-hamp de veteurs tel que ωn(ξω) = 1 sur X. On remarque que pour
tout (p, p)-forme ϕ ∈ E(Λp,p
J
T ∗X)(X) et tout Borelien A ⊂ X on a les identités∫
A
Θ ∧ ϕ =
∫
A
(Θ ∧ ϕ)(ξω) · ωn =
∫
A
(θω ∧ ϕ)(ξω) ‖Θ‖ω .
On a alors que l'ensemble
Eν := {x ∈ Dom θω ∩ U | θω(x) ∧ ϕν(x) < 0}
est un ensemble de ‖Θ‖ω-mesure nulle (ii Dom θω désigne le domaine du représentant θω). Le
fait que
Λp,p
J
T ∗X,x = {ϕ(x) |ϕ ∈ FPp(ζ)}
pour tout x ∈ U ombiné ave le fait que, par densité, pour tout ϕ ∈ FPp(ζ) il existe une suite
(νl)l telle que ϕ = liml→+∞ ϕνl entraînent
θω(x) ∧ ϕ(x) = lim
l→+∞
θω(x) ∧ ϕνl(x) ≥ 0
pour tout x ∈ Dom θω ∩ U \ ∪νEν . Cei entraîne la onlusion voulue sur la forme θω. 
Voyons maintenant quelques exemples fondamentaux de (1, 1)-ourant positif sur les variétés
presque omplexes.
3.2 Exemples fondamentaux de ourants positifs sur les variétés presque
omplexes.
On ommençe par une dénition.
Dénition 3.5 Une sous-variété Y ⊂ X de dimension 2p d'une variété presque omplexe (X,J)
est dite presque omplexe si J(TY ) = TY .
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Un exemple de sous-variété presque omplexe est onstitué par les images γ(P1
C
) ⊂ X des ourbes
J-holomorphes régulières. Les résultats qui suivront vont assurer l'existene d'exemples de sous-
variétés presque omplexes de dimension omplexe supérieure à un. On ommene par rappeler
la proposition suivante (voir [MD-Sa℄).
Proposition 3.6 Soit X une variété diérentielle de dimension réelle 2n. S'il existe une 2-
forme ω ∈ E(Λ2T ∗X)(X) non dégénéré alors l'espae des strutures presque omplexes ompatibles
ave ω
JX,ω :=
{
J ∈ E(T ∗X⊗RTX)(X) |J
2 = −I, ω(Ju, Jv) = ω(u, v), ω(u, Ju) > 0∀u, v ∈ TX,xr{0x}
}
est non vide et ontratile.
On a aussi la proposition suivante, (voir l'artile de Audin dans l'ouvrage [Au-La℄).
Proposition 3.7 Soit X une variété diérentielle de dimension réelle 2n admettant une 2-
forme ω ∈ E(Λ2T ∗X)(X) non dégénérée et soit Y ⊂ X une sous-variété telle que i
∗
Y ω soit non
dégénérée. Il existe alors une struture presque omplexe J ∈ JX,ω telle que (Y, J|Y ) soit une
sous-variété presque omplexe de (X,J).
On a le résultat fondamental suivant du à S.K Donaldson (voir [Don℄).
Théorème 3.8 Soit (X,ω) une variété sympletique ompate de dimension réelle 2n. Pour
tout p = 1, ..., n il existe des sous-variétés sympletiques (Yp, i
∗
Yp
ω) fermées de dimension réelle
2p.
Le premier exemple de ourant positif qu'on onsidère est le ourant d'intégration sur une
sous-variété presque omplexe Y de dimension 2p de mesure loalement nie ave l'orientation
anonique donnée par la struture presque omplexe J|Y ∈ E(T
∗
Y⊗RTY ). Le ourant [Y ] ∈ D
′
2p(X)
s'identie naturellement ave un élément de l'espae D′p,p(X) étant
∫
Y ϕ =
∫
Y ϕ
p,p
pour tout
ϕ ∈ D2p(X), où ϕp,p désigne la omposante de type (p, p) de la forme ϕ. Le ourant [Y ] est
évidemment positif grâe à la propriété 3.4.c. Sous les hypothèses du théorème 3.8 on a alors
l'existene de ourants [Yp] lesquels sont de bidegré (n − p, n− p) et positifs par rapport à une
struture presque omplexe Jp ∈ JX,ω. De plus les ourants en question sont fermés, i.e d[Yp] = 0
en onséquene de la formule de Stokes. La notion intuitive de la masse ‖[Y ]‖ω est lariée par
le lemme suivant qui est une généralisation immédiate d'un résultat bien onnu dans le as des
variétés omplexes (voir le hapitre III dans l'ouvrage de Demailly [Dem-1℄).
Lemme de Wirtinger 3.3 Soit Y ⊂ X une sous-variété orientable et orientée de dimension
2p d'une variété presque omplexe (X,J) munie d'une métrique ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X). Si on désigne
par dVY,ω la forme de volume assoiée à la restrition à TY de la métrique riemannienne g(·, ·) :=
ω(·, J ·) assoiée à la métrique ω on a l'existene d'une fontion α ∈ C0(Y, [−1, 1]) telle que
ωp|Y = α · dVY,ω. De plus |α| = 1 si et seulement si Y est une sous-variété presque omplexe.
Dans e as α = 1 si l'orientation de Y oïnide ave l'orientation anonique donnée par la
struture J|Y et α = −1 sinon. La fontion α est identiquement nulle si et seulement si Y est
une sous-variété ω-isotropique.
Le théorème suivant nous fournit un autre exemple fondamental de (1, 1)-ourant positif.
Théorème 3.9 Soit (X,J) une variété presque omplexe onnexe et f ∈ Psh(X,J). Alors ou
bien f ≡ −∞ ou bien f ∈ L1loc(X). Dans e dernier as le (1, 1)-ourant i∂J ∂¯Jf est positif.
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Preuve
Intégrabilité loale de f . Ave les notations du théorème 2.2 on a que pour tout x ∈ Ux0
l'appliation
ϕx : (0, δ) × S
1 × S2n−1(TX,x) ✲ X
(r, θ, v) 7−→Φ(reiθ, v)
est une submersion de lasse C∞. Par hypothèse on a l'inégalité de la moyenne
f(x) ≤
1
2pir
2pi∫
0
f ◦ ϕx(r, θ, v) dθ.
On onsidère les ouverts relativement ompats
Cr1,r2(x) := ϕx
(
(r1, r2)× S
1 × S2n−1(TX,x)
)
, 0 < r1 < r2 < δ
et la forme de volume de lasse C∞
dVx(p) :=
∫
(r,θ,v)∈ϕ−1x (p)
dr dθ dσ(v)
sur l'ouvert Imϕx, où dσ désigne la forme de volume sur la sphère S
2n−1(TX,x). Ave es notations
on a alors
∫
p∈Cr1,r2(x)
f(p) dVx(p) =
∫
v∈S2n−1(TX,x)
dσ(v)
r2∫
r1
dr
2pi∫
0
f ◦ ϕx(r, θ, v) dθ ≥ f(x)Kr1,r2 (3.4)
où Kr1,r2 > 0 est une onstante. Soit W ⊂ X l'ensemble des points p ∈ X tels que la fontion
f soit intégrable sur un voisinage de p. Par dénition le sous-ensemble W est ouvert en X et
f > −∞ presque partout sur W . Si p ∈W , on peut hoisir un point x ∈W tel que f(x) > −∞
et p ∈ Cr1,r2(x). On déduit alors d'après l'inégalité (3.4), que la fontion f est intégrable sur le
voisinage Cr1,r2(x) de p, e qui montre que p ∈ W et don que W est aussi fermé en X. On a
alors soit W = X, soit W = ∅. Dans le dernier as l'inégalité (3.4), implique f ≡ −∞. On a
don prouvé que soit f ≡ −∞ soit f ∈ L1loc(X).
Positivité du ourant i∂
J
∂¯
J
f . On montre d'abord que pour tout ξ ∈ P
J
(Ux0 , TX) la dis-
tribution i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) est positive sur Ux0 . Pour tout x ∈ Ux0 soient (Ux, σ
−1
ξ )
σξ : B
1
δ ×B
n−1
δ −→ Ux ⊂ Ux0
les oordonnées du lemme 2.0.2. En rappelant l'expression expliite (1.1) du ourant i∂
J
∂¯
J
f on
aura pour tout ξ ∈ E(TX)(Ux0) les égalités suivantes :
i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) = 2∂
J
∂¯
J
f (ξ1,0, ξ0,1) = 2(ξ1,0. ξ0,1. f − [ξ1,0, ξ0,1]0,1. f) =
=
1
2
(ξ. ξ. f + Jξ. Jξ. f + J [ξ, Jξ]. f)
Le fait que dans notre as [ξ, Jξ] = 0, implique les expressions :
i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) = 2ξ1,0. ξ0,1. f =
1
2
(ξ. ξ. f + Jξ. Jξ. f) =
1
2
(σ−1ξ )
∗∆z1(f ◦ σξ)
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où ∆z1 := ∂
2
x1 + ∂
2
y1 désigne le Laplaien par rapport à la variable z1 = x1 + i y1 ∈ B
1
δ dans
l'ouvert B1δ ×B
n−1
δ . Grâe au théorème de Fubini on en déduit l'inégalité∫
B1
δ
×Bn−1
δ
(f ◦ σξ) ·∆z1ϕdλ ≥ 0
pour tout ϕ ∈ D(B1δ ×B
n−1
δ ), ϕ ≥ 0. Le Laplaien ∆z1(f ◦σξ) est don positif, e qui prouve la
positivité de la distribution i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) sur l'ouvert Ux0 pour tout hamp ξ ∈ PJ (Ux0 , TX).
Nous montrons maintenant que le ourant i∂
J
∂¯
J
f est d'ordre zéro.
Soit ζ1, ..., ζn un repère omplexe du bré des (1, 0) veteurs tangents T
1,0
X,J |Ux0
. On déduit d'après
l'identité extérieure (3.2), (ave ζ à la plae de ζ∗) l'existene de hamps de veteurs ρk ∈
E(T 1,0X,J)(Ux0), k = 1, ..., n
2
du type ρk = ζsk + i
alζtk , a ∈ Z/4Z tels que les (1, 1)-hamps de
veteurs (ρk∧ ρ¯k)
n2
k=1 forment un repère omplexe du bré Λ
1,1
J
TUx0 . On hoisit un point x ∈ Ux0
et ξk ∈ PJ (Ux0 , TX) tels que ξ
1,0
k (x) = ρk(x). On aura alors que les (1, 1)-hamps de veteurs
(ξ1,0k ∧ξ
0,1
k )
n2
k=1 forment un repère omplexe du bré Λ
1,1
J
TVx ou Vx ⊂ Ux0 est un voisinage ouvert
du point x. L'identité
i∂
J
∂¯
J
f (ξk, Jξk) = 2∂J ∂¯Jf (ξ
1,0
k ∧ ξ
0,1
k )
montre que le ourant i∂
J
∂¯
J
f est d'ordre zéro.
Venons-en maintenant à la positivité du ourant en question. Soit µ une masse du ourant i∂
J
∂¯
J
f
et onsiderons l'ériture i∂
J
∂¯
J
f = θ ·µ. Nous montrons que la forme θ(x) ∈ Λ1,1
J
T ∗X,x est positive
pour µ-presque tout x ∈ X. On désigne par
QTX|Ux0 := TX|Ux0 ∩ (Q
2n ×Q2n),
en supposant que l'ouvert Ux0 est un ouvert oordonné. D'après la preuve du théorème 2.2
il existe une famille dénombrable de hamps (ξν)ν∈N ⊂ PJ (Ux0 , TX) telle que pour tout v ∈
QTX|Ux0 r 0X il existe ν ∈ N tel que ξν(pi(v)) = v (pi désigne la projetion sur le bré tangent)
et pour tout x ∈ Ux0 l'ensemble (ξν(x))ν∈N est dense dans TX,x. La positivité de la distribution
i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) sur l'ouvert Ux0entraîne que l'ensemble
Eν := {x ∈ Dom θ ∩ Ux0 | θ(ξν , Jξν)(x) < 0}
est de µ-mesure nulle (ii Dom θ désigne le domaine du représentant θ). Pour tout x ∈ Dom θ ∩
Ux0 \ ∪νEν et pour tout v ∈ TX,x onsiderons une suite (νl)l telle que v = liml→+∞ ξνl(x). La
limite
θ(v, Jv)(x) = lim
l→+∞
θ(ξνl, Jξνl)(x) ≥ 0
entraîne alors la onlusion voulue sur la forme θ. 
4 Les potentiels des ourants positifs de type (1, 1) sur les
variétés presque omplexes
Dans ette setion nous proposons une onjeture réiproque du théorème 3.9 qu'on énone
sous la forme suivante.
Conjeture 1 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n et soit u ∈
D′2n(R)(X) une distribution réelle telle que le (1, 1)-ourant i∂J ∂¯Ju ∈ D
′1,1(X) soit positif. Alors
il existe une unique fontion f ∈ Psh(X,J) ∩ L1loc(X) telle que la distribution orrespondante
oïnide ave la distribution u.
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Il est bien onnu que la onjeture est vraie dans le as omplexe intégrable (voir [Dem-1℄).
Remarque 1. On onsidère l'opérateur
dc
J
:=
i
2
(∂¯
J
− ∂
J
).
En degré zéro il se réduit à la forme dc
J
:= −12df ◦ J . En utilisant les identités fondamentales de
la géométrie presque omplexe on déduit failement qu'en degré zéro on a l'identité
i∂
J
∂¯
J
= ddc
J
+ iθ
J
∂¯
J
− iθ¯
J
∂
J
,
qui montre de quelle façon la torsion de la struture presque omplexe représente l'obstrution
pour le (1, 1)-ourant i∂
J
∂¯
J
u à être d-fermé. D'après l'identité préédente on déduit alors l'égalité
ddc
J
u (ξ, Jξ) = i∂
J
∂¯
J
u (ξ).
On a don que le (1, 1)-ourant i∂
J
∂¯
J
u est positif si et seulement si pour tout hamps de
veteurs réel ξ la distribution ddc
J
u(ξ, Jξ) est positive. On remarque de plus que omme dans le
as omplexe intégrable, (f. [Dem-1℄) on a d'après la formule de Stokes l'égalité∫
U
ϕ ∧ ddc
J
ψ − ddc
J
ϕ ∧ ψ =
∫
∂U
ϕ ∧ dc
J
ψ − dc
J
ϕ ∧ ψ (4.1)
pour tout ouvert U ⊂ X relativement ompat à bord C1 par moreaux et pour tout ϕ ∈
C2(Λp,p
J
T ∗X)(U ) et ψ ∈ C
2(Λq,q
J
T ∗X)(U ), p + q = n − 1. En utilisant la formule préédente et le
fait que ∂
J
∂¯
J
+ ∂¯
J
∂
J
= 0 en bidegré (n − 1, n − 1), on déduit pour tout ϕ ∈ Dn−1,n−1(X) les
égalités suivantes ∫
X
i∂
J
∂¯
J
u ∧ ϕ =
∫
X
ddc
J
u ∧ ϕ =
∫
X
u · ddc
J
ϕ =
∫
X
u · i∂
J
∂¯
J
ϕ.
Remarque 2. Soit ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métrique hermitienne sur TX,J . On dénit le Lapla-
ien de u ∈ D′2n(R)(X) par rapport à la struture presque omplexe J et la métrique ω par la
formule
∆
J,ω
u := Traeω(i∂J ∂¯Ju) =
n · i∂
J
∂¯
J
u ∧ ωn−1
2 · ωn
.
Soit (ξk)k ∈ E(TX,J)(U)
⊕n
un repère loal omplexe ω-orthonormé du bré TX,J et soit ζk := ξ
1,0
k .
En rappelant l'ériture loale (1.2) on obtient l'égalité
∆
J,ω
u =
n∑
k=1
(ζk .ζ¯k. u− [ζk, ζ¯k]
0,1. u) =
=
1
4
n∑
k=1
(ξk . ξk .u+ Jξk . Jξk .u+ J [ξk, Jξk] .u) =
1
2
n∑
k=1
i∂
J
∂¯
J
u(ξk, Jξk).
Ce alul montre que le symbole de ∆
J,ω
oïnide ave le symbole du Laplaien lassique ∆ ≡
∆
J0,ω0
sur Cn, où ω0 =
i
2∂J0 ∂¯J0 |z|
2
est la métrique J0-invariante plate sur C
n
. On obtient alors
que l'opérateur de Green de ∆
J,ω
oïnide ave l'opérateur de Green lassique de ∆ au sens des
opérateurs pseudodiérentiels. Si le ourant i∂
J
∂¯
J
u est positif alors ∆
J,ω
u est une mesure de
Radon positive. On déduit alors d'après la théorie lassique des opérateurs elliptiques d'ordre
deux que u ∈W 1,1loc (X) := {v ∈ L
1
loc(X) | dv ∈ L
1
loc(T
∗
X)(X)}, (f. [Sta℄, paragraphe 9, théorèmes
9.1 et 9.4).
Nous montrons maintenant la onjeture dans le as partiulier suivant.
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Théorème 4.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et f : X −→ [−∞,+∞) une fontion
semi-ontinue supérieurement telle que f soit ontinue sur l'ensemble Xrf−1(−∞), f ∈ L1loc(X)
et telle que le (1, 1)-ourant i∂
J
∂¯
J
f ∈ D′1,1(X) soit positif. Alors f ∈ Psh(X,J).
Avant de passer à la preuve du théorème 4.1 nous aurons besoin de quelques notions et résultats
préliminaires. On ommene par prouver le lemme suivant.
Lemme 4.0.1 Sous les hypothèses du théorème 4.1, le ourant i∂
J
∂¯
J
log(ef + ε) est positif pour
tout ε > 0.
Preuve. Le fait que f ∈ L1loc(X) implique que l'intérieur de l'ensemble f
−1(−∞) est vide.
On déduit que pour tout x ∈ f−1(−∞) et pour tout r > 0 il existe y ∈ Bnr (x) r f
−1(−∞).
L'hypothèse de semi-ontinuité ombinée ave la ontinuité de la fontion f sur l'ensemble X r
f−1(−∞) entraînent alors la ontinuité de la fontion ef sur tout X, (en partiulier l'ensemble
f−1(−∞) est fermé dans X). On obtient alors la ontinuité des fontions fε := log(e
f + ε). On
remarque que si u est une fontion de lasse C2 on a la formule
i∂
J
∂¯
J
uε =
eu
eu + ε
i∂
J
∂¯
J
u+
εeu
(eu + ε)2
i∂
J
u ∧ ∂¯
J
u
et la (1, 1)-forme i∂
J
u∧ ∂¯
J
u est positive. En eet pour tout hamps de veteurs réels ξ on a les
égalités
i∂
J
u ∧ ∂¯
J
u (ξ, Jξ) = i∂
J
u(ξ) · ∂¯
J
u(Jξ)− i∂
J
u(Jξ) · ∂¯
J
u(ξ) =
= 2∂
J
u(ξ) · ∂¯
J
u(ξ) =
1
2
(du(ξ)2 + du(Jξ)2) ≥ 0
On en déduit alors que si notre fontion f est de lasse C2 la (1, 1)-forme i∂
J
∂¯
J
fε est positive.
Dans le as général nous onsidérons une famille de noyaux régularisants (ρη)η>0 sur un ouvert
oordonnée V ⊂ X et les fontions fη := f ∗ ρη, f
η
ε := log(ef
η
+ ε) ∈ E(U,R) où U ⊂ V est
un ouvert relativement ompat dans V . (On remarque que si la struture presque omplexe
n'est pas intégrable les (1, 1)-formes i∂
J
∂¯
J
fη ne sont pas positives). Pour prouver la positivité
du ourant i∂
J
∂¯
J
fε on remarque que pour tout forme ϕ ∈ D
2n(U) positive et pour tout hamp
de veteurs réels ξ ∈ E(TX)(U) on a les égalités suivantes∫
U
i∂
J
∂¯
J
fε(ξ, Jξ)ϕ = lim
η→0
∫
U
i∂
J
∂¯
J
fηε (ξ, Jξ)ϕ =
= lim
η→0

∫
U
ef
η
ef
η
+ ε
i∂
J
∂¯
J
fη(ξ, Jξ)ϕ +
∫
U
εef
η
(ef
η
+ ε)2
i∂
J
fη ∧ ∂¯
J
fη(ξ, Jξ)ϕ

.
De plus on va montrer l'égalité
lim
η→0
∫
U
ef
η
efη + ε
i∂
J
∂¯
J
fη(ξ, Jξ)ϕ =
∫
U
ef
ef + ε
i∂
J
∂¯
J
f(ξ, Jξ)ϕ ≥ 0. (4.2)
On aura alors∫
U
i∂
J
∂¯
J
fε(ξ, Jξ)ϕ =
∫
U
ef
ef + ε
i∂
J
∂¯
J
f(ξ, Jξ)ϕ+ lim
η→0
∫
U
εef
η
(efη + ε)2
i∂
J
fη ∧ ∂¯
J
fη(ξ, Jξ)ϕ.
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La dernière limite est positive ar la forme i∂
J
fη ∧ ∂¯
J
fη est positive. Pour prouver l'égalité
(4.2) il sut de montrer que la suite (i∂
J
∂¯
J
fη)η>0 onverge vers le ourant i∂J ∂¯Jf aussi dans la
topologie faible des ourants d'ordre zéro. Ce fait ombiné ave le fait que la suite de fontions
ef
η
/(ef
η
+ ε) onverge uniformément vers la fontion ef/(ef + ε) prouve l'égalité (4.2). Pour
prouver la onvergene de la suite (i∂
J
∂¯
J
fη)η>0 dans la topologie faible des ourants d'ordre
zéro il sut de montrer la onvergene de la suite
(i∂
J
∂¯
J
fη − (i∂
J
∂¯
J
f) ∗ ρη)η>0
dans la même topologie étant donné que la suite ((i∂
J
∂¯
J
f) ∗ ρη)η>0 est onvergente dans ette
topologie. D'après le lemme 3.1.1 il sut don de remarquer l'inégalité
sup
η>0
µ(i∂
J
∂¯
J
fη − (i∂
J
∂¯
J
f) ∗ ρη)(U) ≤ C‖f‖W 1,1(U) <∞
qui déoule du lemme de K.O. Friedrihs (f. [Hör-1℄). 
On rappelle la dénition suivante.
Dénition 4.2 Un sous-ensemble A ⊂ U d'un ouvert U ⊂ Rm est dit polaire si pour tout point
x ∈ U il existe un voisinage ouvert onnexe Vx ⊂ U de x et une fontion u sous-harmonique sur
Vx, u 6≡ −∞, telle que A ∩ Vx ⊂ {y ∈ Vx |u(y) = −∞}.
D'après le théorème 1.4 on a qu'un sous-ensemble polaire est de mesure de Lebesgue nulle. On
a le théorème lassique suivant (f. [Dem-1℄, hapitre I).
Théorème 4.3 Soit A ⊂ U un sous-ensemble polaire fermé et soit v une fontion sous-harmonique
sur l'ouvert U rA, borné supérieurement sur un voisinage de tout point de A. Il existe alors une
unique extension sous-harmonique v˜ de v sur U . En partiulier si v est une fontion ontinue
sur U et sous-harmonique sur l'ouvert U rA alors v est sous-harmonique sur U .
Preuve du théorème 4.1. D'après le lemme 4.0.1 il sut de montrer le théorème dans le
as d'une fontion ontinue étant donné que la fontion f est limite déroissante des fontions
ontinues fε := log(e
f + ε) (lorsque ε tend vers zéro) et une limite déroissante de fontions
plurisousharmoniques est plurisousharmonique. A partir de maintenant on suppose don f on-
tinue et on remarque que pour tout ourbe J-holomorphe γ : B1ρ −→ X la fontion f ◦ γ est
sous-harmonique sur B1ρ si et seulement si elle est sous-harmonique sur l'ouvert
{z ∈ B1ρ | dzγ 6= 0}.
Cei déoule du fait que l'ensemble {z ∈ B1ρ | dzγ = 0} est ni (voir [MD-1℄, hapitre II) et
du théorème 4.3. On peut don supposer que la ourbe J-holomorphe γ : B1ρ −→ X est un
plongement.
D'autre part on remarque qu'une fontion ontinue u : Ω ⊂ Rn −→ R est sous-harmonique si et
seulement si ∆u ≥ 0. En eet en onsidérant une famille de noyaux régularisants usuels (ρε)ε>0
on a 0 ≤ (∆u) ∗ ρε = ∆(u ∗ ρε). On déduit alors l'inégalité
1
λ(Br(x))
∫
Br(x)
u ∗ ρε dλ ≥ (u ∗ ρε)(x).
En passant à la limite pour ε tendent vers zéro on déduit la sous-harmoniité de u. On va don
montrer l'inégalité ∆(f ◦ γ) ≥ 0 pour tout plongement J-holomorphe γ : B1ρ −→ X. D'après le
lemme 2.0.3 on a, quitte à restreindre ρ > 0, l'existene d'un plongement
σ : B1ρ ×B
n−1
ρ −→ σ(B
1
ρ ×B
n−1
ρ ) ⊂ X
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qui préserve les orientations anoniques tel que σ(·, z2) soit une ourbe J-holomorphe pour tout
z2 ∈ B
n−1
ρ et σ(z1, 0) = γ(z1), z1 = t + is. Le fait que le hamp ξ := dσ(
∂
∂t) ◦ σ
−1
soit J-plat
sur l'ouvert σ(B1ρ ×B
n−1
ρ ) implique les égalités
i∂
J
∂¯
J
f (ξ, Jξ) = 2ξ1,0. ξ0,1. f =
1
2
(ξ. ξ. f + Jξ. Jξ. f) =
1
2
(σ−1)∗∆z1(f ◦ σ)
où ∆z1 := ∂
2
t + ∂
2
s désigne le Laplaien par rapport à la variable z1 = t+ i s ∈ B
1
ρ dans l'ouvert
B1ρ ×B
n−1
ρ . Le fait que le plongement σ préserve les orientations anoniques implique l'inégalité
∆z1(f ◦ σ) ≥ 0
sur l'ouvert B1ρ ×B
n−1
ρ . Considérons maintenant une famille de formes positives
(δε)ε>0 ⊂ D
n−1,n−1(Bn−1ρ )
+
onvergentes faiblement vers le ourant de Dira δ0 ∈ D
′n−1,n−1(Bn−1ρ )
+
en 0 lorsque ε tend
vers 0, (sur le ne des ourants positifs la topologie faible oïnide ave la topologie faible des
ourants d'ordre zéro). Si on désigne par p2 : B
1
ρ ×B
n−1
ρ −→ B
n−1
ρ la deuxième projetion on a
[B1ρ × 0] = lim
ε→0
p∗2δε,
où la limite est onsidéré dans la topologie faible des ourants d'ordre zéro.
Pour tout forme ϕ ∈ D1,1(B1ρ × B
n−1
ρ , J0)
+
positive par raport à la stuture presque omplexe
anonique de Cn on a
0 ≤
∫
B1ρ×B
n−1
ρ
∆z1(f ◦ σ) p
∗
2δε ∧ ϕ =
∫
B1ρ×B
n−1
ρ
(f ◦ σ) p∗2δε ∧∆z1ϕ.
Si on désigne par j : B1ρ → B
1
ρ ×B
n−1
ρ , j(B
1
ρ) = B
1
ρ × 0, l'immersion anonique on a∫
B1ρ
∆(f ◦ γ) j∗ϕ =
∫
B1ρ
(f ◦ γ)∆(j∗ϕ) = lim
ε→0
∫
B1ρ×B
n−1
ρ
(f ◦ σ) p∗2δε ∧∆z1ϕ ≥ 0.
La surjetivité de l'appliation ϕ ∈ D1,1(B1ρ × B
n−1
ρ , J0)
+ 7→ j∗ϕ ∈ D1,1(B1ρ)
+
permet alors de
onlure. 
5 Sur la régularisation des potentiels sur les variétés presque
omplexes ave ontrle asymptotique de la perte de
positivité du ourant
Pour la solution de la onjeture dans le as général d'une distribution réelle u (qui est un
élément de W 1,1loc (X) d'après la remarque 2 de la setion préédente) nous proposons une teh-
nique de régularisation globale des potentiels u des (1, 1)-ourants positifs du type i∂
J
∂¯
J
u sur
les variétés presque omplexes analogue à elle utilisé ave suès par Demailly [Dem-2℄ dans le
as omplexe intégrable. La néessité d'utiliser une tehnique globale dérive du fait que sur une
variété presque omplexe non intégrable on a pas de oordonnées naturelles qui permettent de
régulariser u sans perte de positivité du ourant i∂
J
∂¯
J
u.
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Soit (X,J) une variété presque omplexe et ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métrique hermitienne sur
TX,J . Soit exp
ω : U ⊂ TX −→ X le ot géodésique induit par la onnexion de Chern du bré
tangent
Dω
J
: E(TX,J ) −→ E(T
∗
X ⊗R TX,J)
assoié à la métrique ω, (ii U ⊂ TX désigne un voisinage ouvert de la setion nulle). On désigne
par
expωx,ε := exp
ω
x (ε·) : TX,x ∩ ε
−1U −→ X, ε > 0,
et on onsidère une fontion χ : R −→ R de lasse C∞ telle que χ(t) > 0 pour t < 1, χ(t) = 0
pour t ≤ 1 et
∫
Cn
χ(|v|2) dv = 1. On introduit alors les fontions χε(t) := χ(t/ε
2)/ε2n et
l'opérateur régularisant
uε(x) :=
∫
ζ∈TX,x
u ◦ expωx (ζ) · χε(|ζ|
2
ωx)
ωnx,ζ
n!
=
∫
ζ∈TX,x
u ◦ expωx,ε (ζ) · χ(|ζ|
2
ωx)
ωnx,ζ
n!
.
Étudier la onjeture revient à étudier le ontrle asymptotique de la positivité des (1, 1)-formes
i∂
J
∂¯
J
uε ar si i∂J ∂¯Ju ≥ 0 alors, omme dans le théorème de Demailly qui suivra [Dem-2℄, la
suite de fontions uε onverge de façon déroissante vers la fontion u lorsque ε tend vers zéro.
Avant de présenter le théorème de Demailly nous introduisons les dénitions suivantes.
Dénition 5.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métriques
hermitienne sur TX,J . On appelle ourbure de Griths inférieure du bré hermitien (TX,J , ω) la
fontion Gω(TX,J) : TX r 0X −→ R homogène de degré deux sur les bres de TX dénie par la
formule
Gω(TX,J)x(ξ) := min
η∈TX,x
Cω
X,J
(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η)
|η|2h
où Cω
X,J
∈ E(Herm(T⊗2X,J))(X) désigne la ourbure de Chern de (TX,J , ω). Soit
α : PC(TX,J) −→ PC(T
∗
X,J), ξ¯ 7→ αξ¯
une appliation bré de lasse C∞ telle que αξ¯ ⊕ Cξ = TX,x, ξ ∈ TX,x r 0x pour tout x ∈ X.
On appelle ourbure de Griths α-partielle inférieure du bré hermitien (TX,J , ω) la fontion
G⊥αω (TX,J) : TX r 0X −→ R homogène de degré deux sur les bres de TX dénie par la formule
G⊥αω (TX,J)x(ξ) := minη∈αξ¯
Cω
X,J
(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η)
|η|2h
.
On remarque que le nombre Gω(TX,J) est la plus petite valeur propre de l'endomorphisme
hermitien iCω(TX,J)(ξ, Jξ) de (TX,J , ω), où Cω(TX,J) désigne le tenseur de ourbure de Chern
de (TX,J , ω). De plus on a l'inégalité évidente G
⊥α
ω (TX,J ) ≥ Gω(TX,J). Une appliation α peut
étre induite par une métrique hermitienne sur TX par exemple. Il est faile de voir (f. [Dem-2℄)
qu'il existe une métrique hermitienne ω sur P1
C
×C, où C est une ourbe holomorphe de gendre
g ≥ 2 telle que G⊥ωω (TX,J) > 0. On peut énoner le résultat de Demailly sur la forme suivante.
Théorème 5.2 (Demailly) Soit (X,J, ω) une variété omplexe hermitienne telle que
G⊥αω (TX,J) ≥ 0 pour une ertaine α et soit ψ une fontion quasi-plurisousharmonique telle que
i∂
J
∂¯
J
ψ ≥ γ, où γ est une (1, 1)-forme ontinue. Soit exphω la partie holomorphe sur les bres
du bré tangent de l'appliation exponentielle expω. L'opérateur régularisant
ψε(x) :=
∫
ζ∈TX,x
ψ ◦ exphωx (ζ) · χε(|ζ|
2
ωx)
ωnx,ζ
n!
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vérie les propriétées suivantes :
A) la suite de fontions (ψε)ε>0 ⊂ E(X,R) onverge pontuellement de façon déroissante vers
ψ lorsque ε > 0 tend vers zéro,
B) on a le ontrle i∂
J
∂¯
J
ψε ≥ γ − δεω sur la perte de positivité, où (δε)ε>0 ⊂ (0,+∞) est une
famille de réels qui tend vers zéro de façon déroissante lorsque ε > 0 tend vers zéro.
Le théorème préédent reste valable même si on onsidère simplement l'appliation exponentielle
expω, mais les aluls de la preuve deviennent plus ompliquées. Dans le as presque omplexe
non intégrable on ne peut pas envisager de dénir l'appliation exphω, pour des raisons déliates
sur le jet d'ordre deux de la struture presque omplexe.
On estime que le lemme 5.1.1 de la sous-setion qui suivra peut être utile pour la preuve de
la onjeture. On rappelle d'abord la notion de oordonnées presque omplexes entrées en un
point, notion qui a été introduite dans [Pal℄. On rappelle le orollaire suivant qui à été montré
dans [Pal℄ .
Corollaire 5.3 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) il existe des oordon-
nées (z1, ..., zn) de lasse C
∞
entrées en x telles que les matries A(z) et B(z) de la struture
presque omplexe
J(z) =
∑
k,l
(
Ak,l(z) dzl ⊗
∂
∂zk
+Bk,l(z) dzl ⊗
∂
∂z¯k
+Bk,l(z) dz¯l ⊗
∂
∂zk
+Ak,l(z) dz¯l ⊗
∂
∂z¯k
)
,
relatives à es oordonnées admettent les développements asymptotiques
B(z) =
∑
r
Brzr +
∑
r,s
(
Br,s zrzs +B
r,s¯ zrz¯s
)
+
∑
r,s,t
(
Br,s,t zrzszt +B
r,s,t¯ zrzsz¯t +B
r,s¯,t¯ zrz¯sz¯t
)
+O(|z|4) (5.1)
A(z) = i In +
i
2
∑
r,s
B
r
·Bs zsz¯r +
i
4
∑
r,s,t
(
B
t,r¯
· Bs +B
t,s¯
·Br + 2B
t
·Br,s
)
zrzsz¯t
+
i
4
∑
r,s,t
(
B
t
· Br,s¯ +B
s
· Br,t¯ + 2B
s,t
· Br
)
zrz¯sz¯t +O(|z|
4) (5.2)
où Br, Br,s, Br,s¯, Br,s,t, Br,s,t¯, Br,s¯,t¯ ∈Mn,n(C) sont des matries telles que B
r,s
soit symétrique
par rapport aux indies r, s, Br,s,t par rapport à r, s, t, Br,s,t¯ par rapport à r, s, Br,s¯,t¯ par rapport
à s, t et Brk,l = 0 pour r ≤ l, B
r,s
k,l = 0 pour r, s ≤ l, B
r,s¯
k,l = 0 pour r ≤ l, B
r,s,t
k,l = 0 pour r, s, t ≤ l,
Br,s,t¯k,l = 0 pour r, s ≤ l, et B
r,s¯,t¯
k,l = 0 pour r ≤ l. De plus si on onsidère l'expression loale de la
forme de torsion de la struture presque omplexe
τ
J
=
∑
1≤k<l≤n
[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ
∗
l =
∑
1≤k<l≤n
1≤r≤n
N
r
k,l ζ
∗
k ∧ ζ
∗
l ⊗ ζ¯r
où ζl := (∂/∂zl)
1,0
J
∈ E(T 1,0X,J)(Ux), l = 1, ..., n est le repère loale du bré des (1, 0)-veteurs T
1,0
X,J
issue des oordonnées (z1, ..., zn) on a l'expression
N
r
k,l(z) =
i
2
Blr,k +
i
2
∑
s
[
2(Bl,sr,k −B
k,s
r,l ) zs +B
l,s¯
r,k z¯s
]
+O(|z|2)
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pour tout k < l. Le jet d'ordre k = 0, 1 de la forme de torsion de la struture presque omplexe
au point x est nul si et seulement si les oeients B∗,∗(z) de la struture presque omplexe
relatifs aux oordonnées en question s'annulent à l'ordre k + 1.
Les oordonnées préédentes sont appelées oordonnées presque omplexes d'ordre 3 au point x.
5.1 Expression loale normale, asymptotique à l'ordre deux du Hessien presque
omplexe
Nous avons la dénition suivante.
Dénition 5.4 Soit (X,J) une variété presque omplexe de dimension omplexe n. Pour tout
distribution réelle u ∈ D′2n(R)(X) et tout hamp de veteurs réel ξ ∈ E(TX)(X) on dénit le
Hessien presque omplexe par la formule
H
J
u (ξ) := i∂
J
∂¯
J
u (ξ, Jξ) = 2∂
J
∂¯
J
u (ξ1,0, ξ0,1) =
1
2
(ξ. ξ. u+ Jξ. Jξ. u+ J [ξ, Jξ]. u).
Ave les notations du orollaire 5.3 on a le lemme suivant.
Lemme 5.1.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et u ∈ D′2n(R)(X) une distribution
réelle sur X. Soient (z1, ..., zn) des oordonnées loales presque omplexes d'ordre N ≥ 3 en un
point x ∈ X. Alors pour tout hamp de veteurs réels ξ =
∑
k
(
ξk
∂
∂zk
+ ξ¯k
∂
∂z¯k
)
on a l'expression
asymptotique à l'ordre deux du Hessien presque omplexe suivante :
H
J
u (ξ)(z) = 2
∑
k,l
∂2u
∂zk∂z¯l
(z) ξk ξ¯l +
∑
k,l
ℜe
[
Qk,l¯(z, ξ)
∂2u
∂zk∂z¯l
(z) +Qk,l(z, ξ)
∂2u
∂zk∂zl
(z)
]
+
+
∑
k,l,s
ℜe
[(
Rsk,l(z) ξkξl +R
s
k,l¯(z) ξk ξ¯l +R
s
k¯,l¯(z) ξ¯k ξ¯l
) ∂u
∂zs
(z)
]
+O(|z|3)(ξ, ξ¯)
où
Qk,l(z, ξ) := 2i
∑
t
jet2Bl,t(z) ξkξt +
∑
s,t,r,h
B
h
k,s
(
Brs,t ξtξ¯l +B
r
l,t ξtξ¯s
)
zrz¯h,
Qk,l(z, ξ) := i
∑
t
(
jet2Bk,t(z) ξlξ¯t + jet2Bl,t(z) ξkξ¯t
)
−
−
∑
s,t,r,h
[1
2
(
B
h
k,s ξlξt +B
h
l,s ξkξt
)
Brs,t zrz¯h −B
r
k,sB
h
l,t z¯r z¯h ξ¯sξ¯t
]
et jet2Bl,t(z) est la omposante (l, t) du jet d'ordre deux au point zéro de la matrie B(z) de la
struture presque omplexe par rapport aux oordonnées en question. De plus
Rsk,l(z) :=
∑
r,h
(
Rs,r,hk,l zrzh +R
s,r,h¯
k,l zrz¯h +R
s,r¯,h¯
k,l z¯r z¯h
)
Rsk,l¯(z) :=
∑
r
(∑
t
Brt,kB
t
s,l zr + 2iB
r,k¯
s,l z¯r
)
+
∑
r,h
(
Rs,r,h
k,l¯
zrzh +R
s,r,h¯
k,l¯
zrz¯h +R
s,r¯,h¯
k,l¯
z¯rz¯h
)
Rsk¯,l¯(z) :=
∑
r,h
(
Rs,r,h¯
k¯,l¯
zrz¯h +R
s,r¯,h¯
k¯,l¯
z¯r z¯h
)
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(voir l'appendie pour les expressions des oeients R∗,∗,∗∗,∗ ). Enn O(|z|
3)(ξ, ξ¯) désigne un
polynme homogène de degré deux par rapport aux variables ξk, ξ¯k et à oeients dansm(E0(C))
3·
D′2n(C)0, (ii m(E0(C)) désigne l'ideal maximal dans l'anneau des germes des fontions C
∞
à
valeurs omplexes dénis sur l'origine) tel que O(|z|3)(ξ, ξ¯) = O(|z|3)(ξ, ξ¯). Si le jet d'ordre un
de la forme de torsion de la struture presque omplexe est nul au point x alors l'expression
assymptotique du Hessien presque omplexe se réduit à la forme
H
J
u (ξ)(z) = 2
∑
k,l
∂2u
∂zk∂z¯l
(z) ξk ξ¯l−
−2
∑
k,l,s,r,h
Im
[(
2B
h,r¯,k¯
s,l zrz¯h +B
r,h,k¯
s,l z¯r z¯h
) ∂u
∂zs
(z) ξk ξ¯l
]
+O(|z|3)(ξ, ξ¯)
Si de plus la struture presque omplexe est intégrable alors par rapport à tout oordonnées
omplexes entrées en x ∈ X on a l'expression lassique
H
J
u (ξ)(z) = 2
∑
k,l
∂2u
∂zk∂z¯l
(z) ξk ξ¯l
Preuve. On va érire les expressions des opérateurs diérentiels Jξ. Jξ et J [ξ, Jξ]. Ave les
notations introduites préédemment on a
Jξ =
∑
k,l
[
(Ak,lξl +Bk,lξ¯l)
∂
∂zk
+ (Ak,lξ¯l +Bk,lξl)
∂
∂z¯k
]
(5.3)
Bien évidemment il sut d'eetuer nos aluls pour des hamps de veteurs réels à oeients
onstants. A partir de maintenant on va don supposer que le hamp ξ est à oeients onstants
par rapport aux oordonnées presque omplexes en onsidération. On a alors Jξ. Jξ = T +T où
T :=
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(∂As,t
∂zk
ξt +
∂Bs,t
∂zk
ξ¯t
) ∂
∂zs
+
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(
As,tξt +Bs,tξ¯t
) ∂2
∂zk∂zs
+
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(∂As,t
∂zk
ξ¯t +
∂Bs,t
∂zk
ξt
) ∂
∂z¯s
+
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(
As,tξ¯t +Bs,tξt
) ∂2
∂zk∂z¯s
En utilisant les expressions (5.2) et (5.1) on a
∂A
∂zk
(z) =
i
2
∑
r
B
r
·Bk z¯r +
i
2
∑
r,t
(
B
t,k¯
·Br +B
t,r¯
·Bk + 2B
t
· Bk,r
)
zrz¯t
+
i
4
∑
r,t
(
B
t
·Bk,r¯ +B
r
·Bk,t¯ + 2B
r,t
·Bk
)
z¯rz¯t +O(|z|
3)
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∂A
∂z¯k
(z) =
i
2
∑
r
B
k
·Br zr +
i
4
∑
r,t
(
B
k,r¯
· Bt +B
k,t¯
·Br + 2B
k
· Br,t
)
zrzt
+
i
2
∑
r,t
(
B
t
· Br,k¯ +B
k
·Br,t¯ + 2B
k,t
·Br
)
zrz¯t +O(|z|
3)
∂B
∂zk
(z) = Bk +
∑
r
(
2Bk,rzr +B
k,r¯z¯r
)
+
∑
r,s
(
3Bk,r,szrzs + 2B
k,r,s¯zrz¯s +B
k,r¯,s¯z¯r z¯s
)
+O(|z|3)
∂B
∂z¯k
(z) =
∑
r
Br,k¯zr +
∑
r,s
(
Br,s,k¯zrzs + 2B
r,s¯,k¯zrz¯s
)
+O(|z|3)
On expliite maintenant les quatre termes de l'opérateur T à l'aide des expressions préédentes
sur les dérivées premières des matries A, B et des relations (5.2), (5.1).
I-er terme de l'opérateur T :
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(∂As,t
∂zk
ξt +
∂Bs,t
∂zk
ξ¯t
) ∂
∂zs
=
=
∑
k,s,t
i
(∂As,t
∂zk
ξkξt +
∂Bs,t
∂zk
ξk ξ¯t
) ∂
∂zs
+
i
2
∑
k,l,s,t,r,h,j
(
B
r
k,jB
h
j,lB
k
s,t zhz¯r +B
r
k,tB
h
s,jB
k
j,l z¯rz¯h
)
ξlξ¯t
∂
∂zs
+
∑
k,l,s,t,r,h
B
r
k,lB
h,k¯
s,t z¯rz¯h ξ¯lξ¯t
∂
∂zs
+O(|z|3)
∂
∂z
II-ème terme de l'opérateur T :
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(
As,tξt +Bs,tξ¯t
) ∂2
∂zk∂zs
=
=
∑
k,l
[
− ξkξl + 2i
∑
t
jet2Bl,t(z) ξk ξ¯t −
∑
r,h,j,t
B
r
k,jB
h
j,t zhz¯r ξlξt
] ∂2
∂zk∂zl
+
∑
k,l,s,t,r,h
B
r
k,sB
h
l,t z¯r z¯h ξ¯sξ¯t
∂2
∂zk∂zl
+O(|z|3)
∂2
∂z2
III-ème terme de l'opérateur T :
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(∂As,t
∂zk
ξ¯t +
∂Bs,t
∂zk
ξt
) ∂
∂z¯s
=
=
∑
k,s,t
i
(∂As,t
∂zk
ξ¯tξk +
∂Bs,t
∂zk
ξkξt
) ∂
∂z¯s
+
∑
k,l,s,t,r
[
B
r
k,lB
k
s,t z¯r ξ¯lξt +
i
2
∑
j,h
(
B
r
k,jB
h
j,lB
k
s,tzhz¯r ξlξt −B
r
k,lB
k
s,jB
h
j,tz¯hz¯r ξ¯lξ¯t
)] ∂
∂z¯s
+
∑
k,l,s,t,r,h
[(
2B
r
k,lB
k,h
s,t +B
r,h¯
k,lB
k
s,t
)
z¯rzh +
(
B
r
k,lB
k,h¯
s,t +B
r,h
k,lB
k
s,t
)
z¯rz¯h
]
ξ¯lξt
∂
∂z¯s
+O(|z|3)
∂
∂z¯
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IV-ème terme de l'opérateur T :
∑
k,l,s,t
(
Ak,lξl +Bk,lξ¯l
)(
As,tξ¯t +Bs,tξt
) ∂2
∂zk∂z¯s
=
=
∑
k,l
ξkξ¯l
∂2
∂zk∂z¯l
+
1
2
∑
k,l,t,r,h,j
(
B
r
k,jB
h
j,t zhz¯r ξtξ¯l
∂2
∂zk∂z¯l
+Brk,jB
h
j,t z¯hzr ξ¯tξl
∂2
∂z¯k∂zl
)
+i
∑
k,l,t
(
jet2Bl,t(z) ξkξt
∂2
∂zk∂z¯l
− jet2Bl,t(z) ξ¯k ξ¯t
∂2
∂z¯k∂zl
)
+
∑
k,l,s,t,r,h
B
r
k,sB
h
l,t z¯rzh ξ¯sξt
∂2
∂zk∂z¯l
+O(|z|3)
∂
∂z∂z¯
Venons-en maintenant au alul du hamp de veteurs J [ξ, Jξ]. On remarque d'abord que :
[ξ, Jξ] =
∑
k,s,t
(∂As,t
∂zk
ξkξt +
∂Bs,t
∂zk
ξk ξ¯t +
∂As,t
∂z¯k
ξtξ¯k +
∂Bs,t
∂z¯k
ξ¯k ξ¯t
) ∂
∂zs
+
∑
k,s,t
(∂As,t
∂z¯k
ξ¯kξ¯t +
∂Bs,t
∂z¯k
ξ¯kξt +
∂As,t
∂zk
ξ¯tξk +
∂Bs,t
∂zk
ξkξt
) ∂
∂z¯s
En appliquant la relation (5.3) ave [ξ, Jξ] à la plae de ξ on a J [ξ, Jξ] = η + η¯ ave :
η :=
∑
k,s,t,r
[
Ar,s
(∂As,t
∂zk
ξkξt +
∂Bs,t
∂zk
ξkξ¯t +
∂As,t
∂z¯k
ξtξ¯k +
∂Bs,t
∂z¯k
ξ¯kξ¯t
)
+Br,s
(∂As,t
∂z¯k
ξ¯kξ¯t +
∂Bs,t
∂z¯k
ξ¯kξt +
∂As,t
∂zk
ξ¯tξk +
∂Bs,t
∂zk
ξkξt
)] ∂
∂zr
En tenant ompte des relations (5.2), (5.1) et elles sur les dérivées premières des matries A,
B dans l'expression du hamp η on obtient :
η = i
∑
k,s,t
(∂As,t
∂zk
ξkξt +
∂Bs,t
∂zk
ξkξ¯t +
∂As,t
∂z¯k
ξtξ¯k +
∂Bs,t
∂z¯k
ξ¯kξ¯t
) ∂
∂zs
+
∑
k,l,s,t,r,h
(
B
l
r,sB
h,t¯
s,k zhz¯l −
i
2
∑
j
B
l
r,jB
k
j,sB
h
s,t z¯lz¯h
)
ξk ξ¯t
∂
∂zr
+
∑
k,l,s,t,r
[
B
l
r,sB
k
s,t z¯l +
∑
h
(
2B
l
r,sB
k,h
s,t zhz¯l +B
l
r,sB
k,h¯
s,t z¯lz¯h
)]
ξkξt
∂
∂zr
+O(|z|3)
∂
∂z
En regroupant et en simpliant les termes obtenus jusqu'ii (et en symetrisant de façon ade-
quate les oeients) on obtient l'expression asymptotique voulue pour la distribution H
J
u (ξ).
Si maintenant on suppose que la struture presque omplexe est intégrable il existe d'après
le théorème de Newlander-Nirenberg des oordonnées loales omplexes. La struture presque
omplexe s'érit alors par rapport à es oordonnées sous la forme
J(z) = J0 = i
∑
k
(
dzk ⊗
∂
∂zk
− dz¯k ⊗
∂
∂z¯k
)
.
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Un alul immédiat montre alors que pour tout hamps de veteurs réels ξ à oeients onstants
par rapport aux oordonnées omplexes on a :
1
2
(ξ.ξ + Jξ.Jξ) = 2
∑
k,l
ξk ξ¯l
∂2
∂zk∂z¯l
,
(bien évidemment [ξ, Jξ] = 0), e qui permet de onlure dans le as d'une struture presque
omplexe intégrable. 
6 Appendie
6.1 Expressions des oeients R∗,∗,∗∗,∗ du Hessien presque omplexe
Rs,r,hk,l :=
i
8
∑
t,j
B
t
s,j
(
Brt,kB
h
j,l +B
h
t,kB
r
j,l +B
r
t,lB
h
j,k +B
h
t,lB
r
j,k
)
Rs,r,h¯k,l := −
1
2
∑
t
[
B
h,k¯
s,t B
r
t,l +B
h,l¯
s,tB
r
t,k +B
h,r¯
s,t
(
Bkt,l +B
l
t,k
)]
Rs,r¯,h¯k,l := −
1
2
∑
t
B
r,h
s,t
(
Bkt,l +B
l
t,k
)
Rs,r,h
k,l¯
:=
1
2
∑
t
(
Brt,kB
t,h¯
s,l +B
h
t,kB
t,r¯
s,l + 2B
r,h
t,kB
t
s,l
)
Rs,r,h¯
k,l¯
:= 4iB
h,r¯,k¯
s,l +
∑
t
(
2Brt,kB
t,h
s,l +B
r,h¯
t,k B
t
s,l +B
r,l¯
t,k B
h
s,t +
i
2
∑
j
B
h
t,jB
r
j,kB
t
s,l
)
Rs,r¯,h¯
k,l¯
:= 2iB
r,h,k¯
s,l +
i
4
∑
t,j
(
B
r
t,lB
h
s,j +B
h
t,lB
r
s,j
)(
Btj,k −B
k
j,t
)
Rs,r,h¯
k¯,l¯
:= −
i
4
∑
t,j
Brt,j
(
B
h
j,kB
t
s,l +B
h
j,lB
t
s,k
)
Rs,r¯,h¯
k¯,l¯
:=
1
4
∑
t
(
B
r
t,kB
h,t¯
s,l +B
h
t,kB
r,t¯
s,l +B
r
t,lB
h,t¯
s,k +B
h
t,lB
r,t¯
s,k
)
.
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